Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


transitoire) 


L'équation de diffusion est une équation aux dérivées partielles de type parabolique comptant un 
terme temporelle de diffusion. Je vais très brièvement introduire une technique de résolution 
utilisant la combinaison de la séparation des variables, du principe de superposition et de la 
décomposition du problème aux limites en problèmes plus simple. 


L'équation de diffusion à N dimensions s'écrit : 
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où 6 est le coefficient de diffusivité (ou de diffusion) et S le terme de source présent dans l'espace. 


Plus généralement cette équation dérive de l'équation de diffusion sous sa forme un peu plus 
générale : 


Avise zt. 2100 ail 


ôt 


en supposant que 6 est le coefficient de diffusion (par exemple thermique) cette fois variant dans 
l'espace mais qui par hypothèse est le plus souvent constant dans l'espace. 


Par la suite on examine les solutions sans présence de terme source, soit 


AT(x,t)- e =0 avec ô terme de diffusivité (x)e Q de frontière OO) 


C.L. a Disain = f(x) CI T(x,0)=T, (x) 


CO) 


Supposons que la solution cherchée le soit sous une forme séparable entre les variables d'espace et 
de temps T(x t) = U(x W(t): Alors cela conduit à résoudre un système d'une équation aux dérivées 


partielles sur les variables spatiales et une équation différentiel en t : 


AU) IPA on AG): LPO aa a 0 
U(x) 6 w(t) U(x) swe ` W'(t)+8 u°W(r)=0 


On voit que le cas de la valeur propre positive aboutit à la solution exponentielle en temps qui 
diverge, le coefficient de diffusivité étant positif dans les cas de physique considéré. On écarte donc 
cette hypothèse pour ne retenir que le cas d'une valeur propre négative soit : 


AU(x)+ U(x) =0 et W= Exp(-6 u°t) ou W(f)=Cste 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


La première équation aux dérivées partielles est la très classique équation de Helmholtz. Cette 
équation de Helmholtz est également obtenu lors de la séparation des variables de l'équation de 
propagation des ondes : 


2 
ATi- mel -0 TUWA 
AU(x) 1 w"(e) AU(x) 1 Wil , att a U(x)=0 
= =0> = =Ë 
U(x) #4 Wil U(x) # W() 
Solution périodique dans le temp = Daf? A7 DNOOÉ 0> w(t) = ACos(2 u t) BSin(à u t) 
=> AU(x)+ x’U(x)=0 


Si les conditions aux limites présente un certain degré d'homogénéité (selon un des axes des 
coordonnées), il y a bon espoir de trouver une infinité dénombrables de valeurs propres discrètes 
du problème spatial de Helmholtz . La solution peut alors s'écrire : 


2 = d —6 uit 
AU(x)+ m2 U(x)=0 u, >0=T(x,t)= 2 a, U à (x)e 
Malheureusement cette approche s'avère trop directe car elle ne peut être appliqué selon toutes 
les conditions aux limites et la condition initiale imposée aux problèmes. 


Configuration n°1 - Les conditions aux limites du domaine sont indépendantes du temps 


Nous nous sommes d'emblée placé dans cette configuration où les conditions aux limites du 
domaine sont indépendantes du temps, alors deux cas se présentent : 


Cas N°1 : Les conditions aux limites sont homogènes 


Dans ce cas on applique le schéma de résolution précédent, 


AU(x)+ u?U(x)=0 CE: a T(x) p ZEA en a Dill A 
n 


6Q On | 


= T(x,t)= >. a, U > (x, y) Den 


n=1,+00 


où les coefficients a, sont recherchés de telle manière qu'ils permettent de vérifier la condition 
initiale : T(x,0)= >, a, U > (x)=T, (x) 
n=1,+00 

Lorsque le problème aux limites homogènes admet une infinité de solutions à valeur propres 
définies, ces solutions forment en générale une base orthogonale dans l'espace fonctionnel des 
solutions recherchées. Il y a donc bon espoir de trouver la décomposition "spectrale" de la 
condition initiale. Dans ce cas on voit clairement que la solution trouvée tend uniformément vers 
zéro, qui est le régime permanent, solution du problème : 


AU(x)=0 CL aug) p =0>U(x)=0 VrxeQ 


n jao 


C'est dans cette catégorie que l'on rapporte les problèmes de refroidissement. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
Cas N°2 : Les conditions aux limites sont inhomogènes 


Dans ce cas la solution peut être recherchée en décomposant la solution en une partie dîtes en 
régime transitoire et une partie en régime stationnaire. 


CL. a T(x,r)+p ËU E 


On = fo (x) 


a 


T(x,t)= T (x)+ T.(x,t) 
CI T(x0)=T,(x) 


où T, est solution du problème aux conditions aux limites inhomogènes 


et T, solution du problème de diffusion aux conditions aux limites homogènes : 
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Pour s'en convaincre il suffit de remplacer Tær) =T GT) dans l'équation de départ et de 


décomposer les seules parties temporelle et permanente dans les conditions aux limites et les 
conditions initiales. La méthode a donc deux étapes, la première résoudre le problème de Laplace 
avec conditions aux limites inhomogènes et la seconde en injectant cette solution dans le problème 
temporel homogène (avec le bon espoir qu'il soit séparable et aboutisse à une solution calculable). 


Le schéma de résolution du problème transitoire devient « classique » : 


NENG 
T,(x,t)= Sa, DU. (x, y) e 4 AU» (x)+ HrU „p? (x)= 0 CL. a H. leg 
n=1,+00 CO) 
Celui du problème stationnaire se rapporte aux méthodes de résolution du problème aux limites de 
l'équation de Laplace. 


C'est dans cette catégorie que l'on rapporte les problèmes de réchauffement. 
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Configuration n°2 - Les conditions aux limites du domaine dépendent du temps et de l'espace 


On fait alors appel aux résultats du théorème de Duhamel (une version tout du moins) : 


Une version du Théorème ou principe de Duhamel appliqué aux éguations de diffusion 
homogène (sans terme source) (voir page 37 du Livre de H.S.Carslaw et J.C. Jaeger, Conduction 
of Heat in Solids) : 


Cas n°1 : température prescrite (condition de Dirichlet) à la surface dépendante de l'espace et du 
temps , ou flux prescrit (condition de Neumann) ou condition mixte de Robin 
Si T(x,t)= F(x,À,r) représente la solution dans un domaine d'un problème de diffusion avec une 


condition initiale (t=0) nulle zt, o. 0. avec sur la frontière du domaine une condition fixée à la 


surface de la forme : 


62 =Œ(x,i) ou dT(xt) =Ọ(x,å) ou EECH BT(x.t) = P(x,2) 
red n re 
alors la solution du problème où la condition initiale est nulle et la condition aux limites est : 
T(x,t]- aP) ou aT(t) =Œ(x,t) ou a ST, gr(x.1} = (x,t) 
ja xe d W red 


est donnée par l'intégrale : 


_ 


T(x,t)= fada Pisa 
0 


Cas n°2 : (condition de Dirichlet) à la surface, ou flux prescrit (condition de Neumann) ou 
condition mixte de Robin, dépendante uniquement du temps, simplification du problème 


Si T(x,t)= F(x,4,t) représente la solution dans un domaine d'un problème de diffusion avec une 
condition initiale (t=0) nulle T(x,0)= 0, avec sur la frontière du domaine une condition 


indépendante de l'espace, 
7 dT(xt) 


T(x,t]- n =P) ou =Œ(A) ou al, erte = P(A) 
ne n red d n veð 
alors la solution du problème où la condition initiale est nulle et la condition aux limites est : 
T(x,t)- — EDU) ou aT(i) =Ọ(t) ou at), arts = (t) 
de d red d n xe 


est donnée par l'intégrale : T(x,t)= far A) ti AN où F(x,À,t) est solution du problème 
ôt 
0 


=] ou lei, gT) 


“ n 


=1 


ei 


normalisé : 


C'est la simplification du problème précédent avec Tal KEE 
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Dans cette configuration n°2 (cas n°1 ou n°2), on peut également décomposer la solution en deux 
sous-problèmes : 
y 1 Oft 
ô__ Or 


Gi g ed; pris | 


— -> _ 


= (t) T(x,t)=T (x,t)+T (x,t) 


-> d ed) 
CI T(x0)=T,(x) 
AT Ge) OR. AT Cr D LOC) y 
5. à 5. à 
= CL. a, arts =0 SIC at), gr Gt) = (t) 
dn vk ve) SE re 
CI T(x0)=T,(x) CI T,(x,0)=0 


La première solution T.(x,t) est un problème homogène de diffusion classique. Et c'est dans le 
deuxième problème T,{X,t) que l'on utilise les résultats du théorème de Duhamel. 
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Résolution de problème de diffusion en coordonnées cartésiennes 2D 


Commençons simplement par un problème bidimensionnel sur un corps rectangulaire. L'équation 
de diffusion séparée entre les variables spatiales et la variable temporelle s'écrit : 


AU(x,y)+ U(x,y)=0 et W(t=e"" ou W(t)=B 
U(x, y) = XOY Y) > Gett XOY" O+ LA QT (y) = 0 
X"(x) Y" 3 X"(x Re La Fe 5 
TE Ge =-u OU Get H Eur ;B'=u -v" et = 
X(x) = ACos[B x]+ BSin[ £ x] 
Y(y) = CCos[v y]+ DSin[v y] 
X(x)= Ae °° + Reif? 
Y(y) = CCos[v y]+ DSin[v y] 


" X (x)= ACosB x]+ BSin] p x 

D (2) e hl -v ;u =p"-v" et TU Gi ele Lx] 
X(x) Y(y) Y(y)= Ce™ + De” 

Le choix pourrait se faire entre les trois solutions (1.1), (1.2) ou (2), mais il est guidé par les 

conditions aux limites et la condition initiale. Lorsque les conditions aux limites en x ou en y sont 

homogènes et du type le plus général : 


(LD si W >v? > Bis Bi =w -v > u =v Hep ol 


ou (1.2) w <v? > p’ =v? -p ni 7 


CL. au X@)+Ba IEN Lo CL a, X)+B3 EI 20 
dx x=0 dx x=}, 
dY dY 
CL. o, Y)+ Bn OÙ o ci a, YO)+ B, ON o 
dy y=0 dy La 


Alors dans le cas 1.2 les équations linéaires à résoudre issues du respect de la condition aux limites 
en x sont de la forme : 


X(x) = Ae ®* + ef? = X(0)=4+8B PE = pl de” + Be) ZO - p(B- 4) 
X X 
aa XO+ EO] a, (44 8)+ BAB(B-4)-0 
X x=0 
dX(x) 


da X(x) + Pa >da (4e + Be‘?! )+ BBBe*"" da É 0 


Ze, 

Ce système linéaire est non dégénéré et donne la solution A=B=0. Il en est de même avec le cas (2) 
pour les conditions aux limites sur l'axe y. Il ne reste donc finalement que le cas 1.1 où les deux 
fonctions en X et Y sont sinusoïdales. 
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Problème : Rectangle soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux 
limites de Dirichlet inhomogènes de température T,.->problème de réchauffement 


AT, 9-2 TD 2 0 


C.L. T(x, DA =T(x,y, 
CI T(x,y,0)=0 


On est dans le cas n°2 pour l'axe des y, mais il est très facile de revenir au cas n°1, car la solution 
du régime permanent est triviale. En décomposant les parties transitoires et permanentes 


T GE +T, : Së me 
rR EE ei La solution du régime permanent est par évidence T;(x,y)=To. 
Et le régime transitoire est solution du problème suivant qui correspond au cas n°1 : 


Tel TEAR 


1 OT, (x, y, t) 
re 
(x, y,t) s 
C.L. TYO o =T (70). =T (x,y D| =T (x,y,t) Le 
CI T(x,y,0)=-— 


Comme on l'a vu, La seule possibilité de solution compatible avec les conditions aux limites 
homogènes et la configuration géométrique est : 


HA mT 


A SCH Asn == LGy,t)= SC DEER x) Jsin(a, ke 


DES 
m=l 


CI Tit > Y B, Sid, ciel? Al -7 


n=1 
ml 


Grâce à l'orthogonalité des fonctions propres nous avons: 


S L 
| dr Sin(2,,x) | dy Sol? y) 


A = T Aym m ap Bon CC f 
ý y fax Sin(à x} far Sin (a, Alf 
L % i + SC 
Se A x J-> H y (Sila, Al WE ` A SS l She 
B,, =0 si pair oum pair Bosanma =- 2 Ss II 


x,2n+1" “y,2m+1" x" y 


Ex Sech ect Bäschten EE 


ym 
S n=0 m=0 À, A, 2m+1 d d 


T,(x, y,t)=-— 


>T(x,y,t) =T,- Gë EE cr, Sg) ot SEH 


Ly n=0 m=0 x,2n+1/"v,2m+l 
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Problème : Rectangle soumis à des conditions initiales de température fixe Ts, et de conditions aux 
limites de Dirichlet homogènes -> problème de refroidissement. 
1 OT(x, y,t) 
AT (x, y,t)-——— e U 
(x, y,t) a 
C.L. Ty D| a =T(x,y, 


CI T(x,y,0)=T, 


x=l, z T(x, Y, D| o T T(x, éi d. = 


On est directement dans le cas n°1, et selon les mêmes calculs que la solution précédente, nous 
avons: 


S (2n+1)x à = (2m+1)x TG _ 167, 167 ee: Sin. Pin, Al AN 
ne l Ee l Ll, momo A. A 


x y x CT “y,m 


A 


Problème : Rectangle soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux 
limites de Dirichlet inhomogènes de température T..->problème de réchauffement 


1 Of" _0 
ô 


AT(x, y,t)-— ôt 
C.L. T(x,y, d. = TL, 8, 


CI T(x,y,0)=0 
On est dans le cas n°2 pour l'axe des y, mais il est très facile de revenir au cas n°1, car la solution 
du régime permanent est connue (voir précédemment exemple n°1) 
CL 
La (2n+1) x T (x, = AT, D Sinh(À, y) Sin(Z, x) 
I m Zoe (2n+1) Sinh(A,l,) 


T(x, y,t)=T,(x, y) +T, (x, y,t) 


x=l; E TG, pl, Se 0 Tyd Se 


X 


En décomposant les parties transitoires et permanentes , on est 
amené à résoudre le problème pour le régime transitoire: 
1 OT; (x, y,t 
AT (x, y,t)- HE, 0 
t 


C.L. TYO =T,(x,y, 
CI T(x,7,0)=-T, (x, y) 


x=l; = T,(x, yY., El = T, (x, y. d. = 
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Comme on l'a vu, La seule possibilité de solution compatible avec les conditions aux limites 
homogènes et la configuration géométrique est : 


n=%0 


A = T À,» = Ze À = +D T,(x, Yy, t) = S B, Si, si, „y tan 
à { 3 GE 
m=l 
CE ESS E E ets a 
ti | e e I+D) Sinh) 


m=l 
Dans le suite du calcul nous avons besoin de l'expression des intégrales indéfinies produit de 
fonction sinus et sinus hyperbolique : 
bz H e bet H = 
faze" Sin(ez)= e (bsin(cz) eCos(ez)) [dze*Sin(ez)= eh bSin(ez) S Cos(cz)) 
b+c Ate 


SC f dz Sinh(bz)Sin(cz) = ea lei (bSin(ez)-c Cos(cz))+e *(bSin(cz)+ c Cos(cz))) 
bSin(cz)Cosh(bz) — cCos(cz)Sinh(bz)) 


> | dz Sinh(bz)Sin(ez)= l 


(b° + c’) 
` A Sin(à rat AC SAN 
dy Sun Sul, A) „Sin(2, „y)Cosh( Den os|, „y )Sinh( e ` 


2,Sin(2,,1, }Cosh(41,)-2,, Cos(a, „l, inbt24) 


1 

| dy Sinh(A,y)Sin(,.,»)= Ge va 

Comme Sin(a, „l,)=0 et Cos(à, „lọ, )= D" 

a | zA Col? .»\Sina(a y) ` 3. (-D"SinA(AL,) 
Last mn | 2e et Brei AH Sr 
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Grâce à l'orthogonalité des fonctions propres nous avons: 


RARE su e 4 -C/+Dx 
"e ST we EI MÉ 
A 1, 
[ax Sin(,.,x)Sin(2x) | dy Sin(a, „y Sinh(%y) 
EH yi j 
n,m E S 
x fax Leni? lf fa CT) Le (21+1) Sinh(4,l,) 
a 0 


L L, l 
=> Jo Lena? lf s. K (sin(a,,») = 7 


2,4 CD)” Sinh(AL,) 
ES 


yım 


be à 
fax Sin(2, „x)Sin(% x) = TAN [dy Stol? y)Sinh(a,y) =— 
0 0 


3. (-D"Sinh(Al Bn 
GE = 0 sinÆ£21+1 Bass = ou L zl - Ee 2 T So 2 E 2 
) " sii, 2 (1+1) Sinha A +2,,) 71, +04 A,n) 


ST, e m 


B = 
Dir T L, Da eg 
n=% M=% —] RER Sin Àx SinlÀ e Y , 
T(x, y,t) = SP 5>. "Aym Si SN ) H ( sl: slatan k 
ml, To ma (21+DU4, SE m ) 
avec À= E Ae me 
L | L, 


> T(x, y,t) = AT, D LUE) Sin(2,x) + 8T) TES Ze He Aym Säck, A EN 
Fi TEEN "ek, CA A 


y ym 
On remarque que la sommation sur les valeurs propres dans la direction x du problème transitoire 
se cale sur celle du problème stationnaire dans la même direction, c'est logique puisque 
l'homogénéité des conditions aux limites est identique dans cette direction. Par acquis de 


conscience, on peut vérifier que la valeur initiale tend bien uniformément vers zéro par un 
programme numérique : 


, : 
T(x, y,0) = 4T, D Sinh(, y) Sin(A,x) R 8T, 
T Ge (21+1) Sinh(Al,) z l, £ 
(21+1) 7 2, 97 
l uera 


x y 
T(x, y,0) — 0 lorsque l,m — œ 


8 


(D'À, Sin(2,x)Sin(,.,v) 
m=1 EI + Da, S Ee 


© 


avec À= 
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Résolution de problème de diffusion en coordonnées cartésiennes 3D 


La séparation entre les variables spatiales et temporelle du problème tridimensionnel de diffusion 
sur un corps quadrangulaire, dont une solution non triviale compatible avec des conditions aux 
limites homogogènes des trois types (Dirichlet, Neumann ou Robin) exige des solutions 
sinusoïdales, donne : 

AU(x,y,z)+ WU(x,y,z)=0 ei Wil e "1" ou W(t)=B 


Us, y,z)= XG)Y()Z()= ZEL Ge Së: SÉ 
— X") o) > z(e) 


2 2 2 2 
=-u +v +2 = —y EE 
X(x) Y(y) Z(z) 
vi >v?+2 Jr SC ACos(B x)+ BSin(B x) 
Avec -s )= CCos(v y)+ DSin(v y) 
RENE }= CCos(2 z)+ DSin(2 z) 
Lorsque les conditions aux limites en x,y ou z sont de et du type le plus général : 
CL. By X(x)-a1 SE =0 C.L. BoX(x)+ Ca GE =0 
x=l, 


dY 
CL. Ba Y)-a; a) =0 
be 


CL. Ba Z(z)-az dz 


Problème : Cube soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux 
limites de Dirichlet inhomogènes de température fixe To.-> problème de réchauffement 


AT(x, y,z,t)— Se 0 


C.L. T(x yz D| = T(x, y,z, 2 = T(x, y, SL =T(x, zy) a, = Ty zD Le =T(x,y, Sc. = 


CI T(x,y,z,0)=0 

On est dans le cas n°2 pour pour toutes les conditions aux limites inhomogènes, mais il est très 
facile de revenir au cas n°1, car la solution du régime permanent est trivialement To. En 
décomposant les parties transitoires et permanentes TRI eecht ebe 20 La 


solution du régime permanent est T,(x,y,z)=To. Et le régime transitoire est solution du problème 
suivant qui correspond au cas n°1 : 


1 OT, 
AT rz eler E SH 
ôt 
C.L. T(x, y, Hal) =T (x,y, Wf? SEET SE ER = T(x, y, >) =T(x,y,z, t), = 


CI Tess 
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La solution s'écrit sous la forme d'une série à triple indice : 
CAT N, T nN T 


=M, En. =00 


Tera SSSR, Sali, clëtalt, së, 7j lama m an} 


n,=0 n,=0n,=0 


CI Tfx,y,z0)=-T, > DNS ge Sin(à x )Sin(4,»)Sin(2,.7)=-T, 


n;=0n,=0n,= 
Grâce à l'orthogonalité des fonctions propres sinusoïdales, il vient: 
be d L 
le St? xl | dy Sin(a,, v) dz Sin(,.) 
B = —T. o 


KEE 0 L l L 
fax dx (Sin(aà x)? Í dy (Sin(2,,»)} [az (Sin(2,.2) 
0 0 
64T, 
B -0si : 3 r B SS 0 
DIE? Sin, DOIT ou n, pair ou n, pair 2n,+1,2n,+1,2n,+1 — E E 


KL =007 En. =00 
6AT, ” K Sint... 2clëial/, bin, EEN 


>T (x,y,t)= 
í Er n,=0n,=0n,=0 Anti Ana ni 
E E (2n, +1) TE Dn, ls ka (2n,+1)x 
E g 3 
S 6AT, EEEE in, velëisl,., Sinz) EE 
LLL nx=0n,=0n,=0 eent Heen) 
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Résolution de problème de diffusion en coordonnées cylindrique polaire (r,9) 


Sur un corps en disque circulaire, l'équation de diffusion séparée en coordonnées (r,9) se présente 
sous la forme : 
O’U(r,0) 1O6U(r,0) 1 G’U(r,0) 
+ + 
ôr? r ôr r Gg 
et Wii e" ou W(t)=B 


+ U(r,0)=0 T(r,0,1)= R(N)O(OW O 


— R'(NO(0)+LR'(r)0(0) + L RNO") = — u? R(r)O(0) 
r r 


=> r’ R" (r)O(0)+r R'(r)O(0) + R(r)O" (0) =-u°r’R(r)O(0) 

r’ R" (r)+r R'(r 22 O"(0 

a Leur 
r° R"(r)+r R'(r)+ u’r’R(r) Gi WOCH EE 
R(r) Ou) 

> r’R" (r) +r R'(r)+ (er -+4 ISO — U 
@"'(0)+4@(0) = 0 
Cas 1:+4 
@"'(0)+ 4 (0) = 0 => @(0)= 4,Cos(20)+ B,Sin(0) 


2 


Sta 2 role LA 
r 


Zro =0 équation de Bessel 


R(r)=AJ,(ur)+BY,(ur) fonction de Bessel de première et deuxième espèce 
Cas 2:42 =0 
O(0)= 4,0 +B, 


R''(r)+ £ R'(r)+ u R(r)=0 > R(r)= AJ (u r)+B,Y, (ur) fonction de Bessel de première et deuxième espèce 
r 


Cas 3:- 4% 
©" (0)- 200) = 0 > @(0) = 4e” tr Be" 


1 2 
R" (r)+= R'(r)+ G + SE =0 équation de Bessel 
r r 


R(r)= AJ (iu r)+ B,Y (iur) fonction de Bessel de première et deuxième espèce 
forme indéterminée en r =0 
Pour le cas n°3 la solution en variable Ù n'est pas périodique, car la conformation géométrique impose que 


8(0)-8(0+2x) lorsque le problème est posé sur tout l'intervalle des valeurs 
de d soit sur le disque complet. Pour un problème sur un secteur restreint du disque 0e DEE [0.27] 
on pourrait penser a priori, qu'il n'en est pas de même, mais Les solutions de l'équation différentielle 
ordinaire en r se révèle indéterminée aux limites r=0. Le cas Concrètement seuls les cas 1 et 2 se révèlent 
exploitables. Pour ces derniers cas, comme exemple, une solution respectant une condition homogène 
radiale de Dirichlet sur un disque plein, donnent des valeurs propres strictement positives de la forme: 


la solution soit périodique 


ur 


J(u,.E )= 0=0<uH <,...<u,<..+0—e décroissant ent 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Disque circulaire soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes de température To. 
1 oT 
Aro = LT) 6 
ô Or 
CL. Zë. =T, 


CI T(r,0,0)=0 
On est dans le cas n°2 dans la dimension radiale, mais il est très facile de revenir au cas n°1, car la 
solution du régime permanent est triviale. En décomposant les parties transitoires et permanentes 


FOOT Ge EUet). La solution du régime permanent est par évidence T, (r,0)=To. Et le 
régime transitoire est solution du problème suivant qui correspond au cas n°1 : 
1 ôT (r,0,t 
AT,(,9,9— + 80) 
Ô Or 


C.L. Zë. =0 


CI T(r,0,0)=-T, 
La seule possibilité de solution compatible avec les conditions aux limites homogènes et la 
configuration géométrique est une solution ne dépendant pas de l'angle OG (tout se passe comme si 
l'équation de Helmholtz n'est plus dépendante de d ce qui équivaut à fixer À=0, cas n°2) : il faut 
donc aller la chercher dans la valeur propre À=0 du problème de Helmholtz soit développer la 
solution sous la forme d'une série : 


T, (r,0,t) m > AJo (4, r) e" ni avec H, tq Jo (u,1.) = 0 


n=1 
La condition initiale conduit à calculer les intégrales suivantes et la solution qui en découle : 
H, tq ECH EA 


0 


L, 
= 1 LJ (u, )-J (0) LAC! 
Cas Alan, r) [drr J(u, ne OE* = “He QE “ko 
GE 0 n n n 


2 2 


n 


poo EE 


L, 
drr J(u, r) “es 
l S KÉ ER 21,J,(u,l,) AS 21 1l => T(r t) = T 2h < Jun, r) e CC 
> 0 


g E GEL) E L, H, Ji (ul, ) L, n=l H, Ji (l,l) 


[ar r (tu, DY 


Un problème de refroidissement donnerais immédiatement la solution : 
At: 0 D = ET) 
ô Or 


C.L. Pë. =0 
CI T(r,0,0)=T, 


+00 -ô pt 
T(r,t) = 2T, Sin, r) e 


avec u, tq Jo(u,l,)=0 
L, n=l Hl (u,1,) K 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Disque circulaire soumis à des conditions initiales de température fixe To, et de 
conditions aux limites de Robin homogènes. 
1 OT(r,0,t) 


AT(r,0,t)-— 0 
5 à 
CL. e, än =0 
F: E 


r=l, 

CI T(r,0,0)=T, 
Ici nous nous trouvons directement dans le cas n°1. La solution est également indépendante de 
l'angle Ÿ et doit donc se présenter sous la forme d'une série de fonction de Bessel Jo : 


TO, D A AJl, lef" 


n=1 
Le respect de la conditions aux limites de Robin donne les valeurs des valeurs propres du problème 
de Sturm-Liouville et le calcul des intégrales suivantes : 


Hn tq O Hecht (u,l,.) ES D Jo LA) 
e 


n=l 


1 E 
JarI zal J yje = A-O _ LA) 
0 n 


H, H, 


nt = farr (Ga, EE e a |] = (GLS + Jole, Ÿ) 
0 u 2 


n 0 


l, 
far r Jo (4, r) 


0 217,1) 2T, J,(u,l,) 
SE CALCUL) +LAL)) L nn e Au" 
[ar ru, DY DHA, CU, lt, ol DHA, r Die) n'r 0 D? 
0 
2T, d J (uL) -8 u, t 
> T(r, t) = = Ce Jun, le "" avec u, tq a Hecht, es B Ja.) 
L, La Ga) + LG) i i $ 
ou 


+00 -6 u, t 
T(r,t)= Akii > Joly, Le avec Hn tq a Hecht, lr B Jo Cul.) 
n=l 


I I(l (B +a° u) 


r 


ou 


Te B? Ge 
te Ehe J(u, r)?" avec u, tq au,J(u,l.)=BJ(u,1) 
H DTIG en) WU DAC B J(u 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Disque circulaire soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes de température To. 
1 OT(r,0,1) 


AT(r,0,t)-— 0 
ô Or 
T, Oelüz 
CL. Tool = 
r (T Oef[x,2r] 


CI T(r,0,0)=0 
On est dans le cas n°2 dans la dimension radiale, mais il est très facile de revenir au cas n°1, car la 


solution du régime permanent est triviale. En décomposant les parties transitoires et permanentes 


(en rajoutant le signe moins voir manipulation du cas n°2) PUG OEL AERIS OT, La 


solution du régime permanent a déjà été calculée comme ceci : 


i Sin((2n + UI 


POULE EES 3 b 


=T,,(r,0)+T,,,(r,0) 


e Le (2n+1) E 
2n+1 
e 
>| Sin((2n+1)0) 
T+T 2(T,-T) H 
T, (r,0)= =— T, (r,0)= == i 
ite 2 pp (r+) z 2 (2n+1) 
Et le régime transitoire est solution du problème suivant qui correspond au cas n°1 : 
609 LE m0) _) 
Ô ôt 


C.L. Zë. =0 
CI T,(r,0,0)=T,(r,0)=T,,(r,0)+T,,,(r,0) 


PP 
qui se développe sous la forme d'une série à double indice : 


+00 +0 


T(r,0,0= SJ, n rje?” (A, „Cos(m9)+ B, „Sin(m3)) 


n=] m=0 
Le premier indice m est de nature angulaire, de valeur entière, et les fonctions propres seront 
déterminées par les conditions initiales du problème, le second indice n est de nature radiale et 
assure la nullité de la solution en r=l, : 

Hanm t4 JD lee mell ton 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Voyons comment développer une solution en "séparant" le problème avec une condition initiale 
paire et impaire / l'axe des abscisses : 
T;(r,0,) =T, (r,0,t)+T, (r,0,t) 


T+T 
CI T, (r,0,0) =T,, (r,0)= na paire / axe des abscisses et indépendant de 0 


2n+1 
z: 
AT E 
CI Ty(r.80) =T nonni y E) m(@n+1%) 
Ti mka (2n+1) 


Deux propriétés de parité pour T,,,,(r,0) = T,,,(r;-0)=-T,,, 
TT 
(r,9,t)= E Se i) 


(SO). et Tp r,m-0)=T,„(r,0) 


pip 


Introduisons T;?™ (r,0,t)/ T; 


tip ip 


Ta" (r,0,t) 


tip 


=> Tg” (r,—0,t) = Te (r,0,t) et Je CE —0,t) = 17 (r,0,t) 
La première solution possède une condition initiale qui ne dépend plus de l'angle d correspondant 


à une valeur unique m=0, soit celle déjà calculée dans l'exemple précédent : 
e 2 
T+T, $ J (A, ner 
IN A, r) avec À, tq J, (àl) =0 
L n=l À, (GJ) 
Rappelons ici l'ensemble des fonctions propres angulaires à partir desquelles on peut développer 
une solution selon les propriétés des conditions initiales (ces dernière s'apparentent aux conditions 


aux limites du régime permanent sur le disque) : 
O f,(0)= f,(7-0)= Sin((2n+1)0) paire / axe des ordonnées y 


(2) /,(0)= f,(-0) = Cos(n0) paire / axe des abscisses x 

(3) /,(0)=-f,(7-0)= Cos((2n+1)0) impaire/ axe des ordonnées y 

(4) f,(8)=-f,(—-0)= Sin(n0) impaire / axe des abscisses x 
La seconde solution correspond à une condition initiale impaire de type (1) et (4), en conséquence 
elle se développe avec les fonctions Sin((2m+1)Ü). 


T-T 
T,,(r,0,t) = ` T” (r,0,t) 


tip 


T,(r, 9,2) =T, (r,0 = 


+00 +00 


lo (r,0,t)= >. Kä Bpom omr (Hn, 2m1 che" mam" Sin((2m + 1)9) tq Ja ama 1.)=0 


n=] m=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Le respect de la condition initiale donne le calcul des intégrales suivantes : 
H. 2m+ tq Joma (Haam 1.) e 0 


To (r,0, d z 2 > Bilan (Hram rje”? mam" Sin((2m + 1)9) 


n=] m=0 


®, m+ '(r) i 2m+1 
EN ES Jama LO, zf) Se Serie (lnm) =; Jami? LU, zeaf) 


n,2m+l n,2m+l 


Posons D, O) = Lu 2mut) 


®, 2m+1 (L) : 2 
e 2m+2 LU, amal) D. (9) ES Sin((2m + DEA > 18, D| = T 


Hn, 2m+ 


L 
' 2 2 S 2 D: 2 2 2 
D (r) 2 = r? D n,2m+1 (r) dp D Ok 1- (2m + 1) = L, D n,2m+1 (L) = L, Re (Uma D 
n,2m+1 2 n,2m+1 S 


(TEE j GEN Ÿ 2 (a) 2 


21H 
dd 8 Fr Sin((21 +10) 
I. B in((2 19) = — E 
CI 22, E E omii ER r)Sin(( m+ E m E Cr S 1) 
B 


8 1 
Ene T° Pts Gest 1=0,00 (21 +1 


(a 27 
y HIEN [ar Pis (Hamar) f dü Sin((21 E 1)0 )Sin((2m + 1)0) 
r 0 0 


G 
2m+2 
8 [ar r 2m+1 LU, 2m) 
0 


T T (2m + IL... (HU, aml de 


l,m n,2m+l 


2x 
Comme fao Sin((21 + 1)8 )Sin((2m + 1)8) — 20, >B 
0 


l; 1 Un 2mulr 
2m+2 Se 2m+2 
f dr r 2m+1 (m7) a 2m+3 fa Z 2m+1 (z) 
0 n,2m+1 0 
L 
8 A Hn, 2m+tr 
Lë n,2m+1 gd 2m+2 
Bo = l 2m+3 (2 1) ge l P r>z> An 2m SE? faz Z Jama (2) 
m e m+ Um Jr (Haam W 0 
Lo Lo 
e lees 2 D SE Anm SÉ ch re" Men! Sin((2m + 1)9) 
tip Leg Ze AE 2m+3 2m+3 2m+1 H. 2m+ 


T n=1 m=0 r (2m a Dés Jomi? (Unom r 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


On peut utiliser les formules de dérivation des fonctions de Bessel pour calculer ces intégrales, et 
fort heureusement nous bénéficions d'un calcul très simple de l'intégrale, et nous en profitions pour 
donner d'autres formules d'intégrales indéfinies sur les fonctions de Bessel : 


ofer noe eil 

D'autre part fa zJ,'(z)= [zJ . (z)]- f dz J,(z) intégration par partie 

J'2=J, (ei Jil fdz zJ,'(2)= fd d (2)-2J, ©) = | dz zJ, Silbe J,(2) 
Z Z 

=[2,01-[&J,0=[2,,@-vf Ate 

> [&2,,0=[2,01(6-0[&47,@ 

D Jess A 

On obtient aussi avec J ,'(z) = r ES (z)- J, (2) 

(3) faz zJ,,(2)= Ja. Ss (v+1) (E JS fa zJ (z2)=-[z,_ via, (2) 

D'autrepart 

(4) di J,(2)= ZA ee 

Et enfin 


(5) faz 2 1 (z)= LG SE Gi (v +1- D faz SZT H même procédé intégration par partie 


(6) faz zîJ,(z)= Az J GO (v-1+1) [az zJ, (z) même procédé intégration par partie 


Il vient : 
Un, 2m+ilr 


(D= À, Se) T faz SCH Jin (2) = (u, le E Jon (ut) 
0 


a (u 2 il ES J, BU 2 d ) 
qnom 0, t)= n,2m+l°r m+ n,2m+l°r 
n n B > 2, L, Se (2m + Il, RK: E LS SE D 


E 0 t)= = 25 DE 2m+l LU, EEN E “Sin((2m F 1)9) 
< SH L, n=] m=0 (2m + Dés 2m+2 LU, ze 
D'où la solution ee du problème : 


2 Jam (hep omare? mami" Sin((2m + (al 


avec Hn, 2m+1 tq Jams LU, ze, e 0 


2 G Sin((2n + 1)0) 


nä, CH e ` RER $ JA, e” 
EI 2 E SE (2n+1) Er AU) 


SS D 2m+1 (Hn, sale de “Sin((2m t 1)9) 
SC n=1 m=0 (2m + Dés 2m+2 (Un Sea, 
avec À, tq Ji(A,1,)=0 


el H. zait tq Joma LH, zl.) " 0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Donnons ici un exemple plus général où l'on a réduit la condition aux limites en une condition aux 
limites impaires par rapport à l'axe des abscisses, dans le problème suivant : disque circulaire 
soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux limites de Dirichlet 
inhomogènes : 
1 OT(r,06,t 
UT eeN 
ô ôt 
C.L. T(r,0),., zë) avec f,(0)=-f,(-0)et Liz -0)= fo (0) 
CI T(r,0,0)=0 
Toujours en décomposant les parties transitoires et permanentes (en rajoutant le signe moins voir 


manipulation du cas n°2) TAG Aa ANS DUO): La solution du régime permanent est 


c= fao A OSin(n+1) T e0 F afz) Sin((2n +1)0) 


comme suit: ? n=0,c S 
Et le régime transitoire est solution du problème suivant qui correspond au cas n°1 : 
1 OT; (r,0,0) | 0 
ô ot 
C.L. T,(r,0 D), =0 


CI T;(r,0,0)=T, (r,0) 
qui se développe sous la forme d'une série à double indice : 


të SJ Gun De" (4, ,Cos(m8)+ 8, Sin(mS)) 


n=] m=0 


AT (r,0,t)— 


Le premier indice m est de nature angulaire, de valeur entière, et les fonctions propres sont 
déterminées par les conditions initiales du problème, le second indice n est de nature radiale et 


si ; = = 1,2,...,+00 à 
assure la nullité de la solution en r=l, : Dun tA Jim kri m=12. . Du fait de la 
symétrie impaire/l'axe des abscisses et paire/l'axe des ordonnées de la condition initiale du 
problème transitoire, cette dernière se développe également avec les même fonctions angulaires, 
soit : 


+00 +0 


nom tq Jn LU, zl, Se 0 > T, (r, 0, t) = >. SS Boomi oma (hlp amr)? mami Sin((2m + 1)9) 


n=] m=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Le respect de la condition initiale donne le calcul des intégrales suivantes: 
: 2 
Posons ET (r) = Jama (Hamar) Osm (9) = Sin((2m F 1)9) => leana Ol =] 


1? Es (hs )) 


et | D, m4 Gi Si 


2 
21H 
CEA NIR ae zw ) SEM 9) = Z5 d | Sin((21+1)8) 
n=] m=l T = 0,00 
Dre S "Ju r? Jai la Sin((21 +1)8 }Sin((2m 3 19) 


SE SS Ba Lët zent, F2 j=l 0,00 L, ari 


2m+2 
4 Ci far r 2m+1 (Uma) 


GE 0 
n,2m+1 I 2m+3 


m r (22 (mul, Ip 


Jm 
Or | d0 Sin((21+1)0)Sin((2m+1)9)= 76, = B 
0 


H Hn, 2m+ilr 
f m+ 1 ' m+ 
Jar ST amai (Mn 2m) = — Jo SE DE 
n,2m+l 
Di E 2m+2 
Ke m+ m+ m+ J m+ (4, m+ AA 
jé SEN 2m (Z) = (u, ah its Se, fa ST a (Us 2mt r)= SS A : 
n,2m+1 
Ae f 
B, nn = g n = [d0 f,(0)Sin((2m +1)0) 
ml rHn ,2m+l Jamia (Hramul) 0 
C -6 is 
T0, =- n La nar)e "Trei Sin((2m+1)9) 
| L, -o Hn 2m 2m2 Sal) SE SCH 
D'où la solution complète du problème : 
2n+1 
4 +00 +00 C J r We 2 
T(r,9,1) = Sky c Ir | Sin((2n +1)0)- — 2, name Mnom) änt ‘Sin((2m +1)9) 
n=0,00 ml, n=] m=0 0 London (smile) 


avec CG = fao fa (@)Sin((2m+1)0) 


et H. za tq Joma (Ham) = 0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Solution du problème de la chaleur (refroidissement) sur un secteur angulaire à deux dimensions 


Sur un secteur de corps de géométrie circulaire à deux dimensions, les conditions aux limites 
homogène et la condition initiale d'un problème de refroidissement sont les suivantes : 


Air GE +B,U(r,0,1)  =0 œ, sue) + B,U(r,0,1) = 0 
e r=l, ôr ru 
oe OU(r,0,1) | Bout. d Lo 22 ĉUlr,0.t) Bout, ) ep 
r 00 0-0, r 00 0-0, 


U(r,0,t)_, = f(r,8) 


Alors l'équation de diffusion séparée en coordonnées (0) se présente sous la forme : 


2 2 
ð U(r.6), 1 oU(r.6), 1 Ô Ulo), zut. 6-0 T(6,)-RJ(0W) WA- 
ôr? r ê r 20 


wei rea À eeo e)n Ae Anel 


©"(8)+40(8)= 0 = E(8)= 4Cos(180)+ BySin(20) 


Prenons un cas simple de conditions aux limites de Dirichlet de part et d'autre : 


=0 U(r,0,t) .=0 U(r,6,t) 


aa =0 U(r.8,1), 4 =0 


r=l, 


Alors les fonctions radiales et angulaires ont la forme suivante : 


cs Y, (u la Wau r)-J,(u La Y3 (u r) 
O(8)= Sin(a(0 -0,)) 


Et les deux variables de séparation doivent avoir un spectre discret déterminés par la résolution du 
système d'équations transcendantales suivant : 


__ AT 
"G-A 
Ham tel que Y, Lo Ju e Lo, H )- Ja, for, Ju a (tinm Wë ) =0 m=1,2,:,00 


Sin(A(6, -6,))=0= A 


n= EE 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Prenons maintenant le cas de conditions aux limites homogène de Neumann sur l'ensemble du 
pourtour du domaine : 

OU(r,0,t) 

Or Se 


Wd REH 


OU(r,0,t) 
ôr 


OU(r,0,t) j OU(r,0,t) 
SCH ôO e 


=0 


r=l, 


Alors les fonctions radiales et angulaires ont la forme suivante : 


e AN AYANT WERT AN: r) 
O(8)= Cos(a(0 -0,)) 


Et les deux variables de séparation doivent avoir un spectre discret déterminé par la résolution du 
système d'équation transcendantale suivant : 


Sin(A(0, -8,))=0 = 1, = Se EE 


Hn,m tel que Lë (um Li e d n,m bebe n,m La NA ( n,m LL 0 m= L2,- ‘7,00 


Ces deux exemples donnent une résolution assez simple du problème notamment la détermination 
du spectre de valeurs propres. Et la solution des deux problèmes de refroidissement (Dirichlet et 
Neumann) s'écrivent : 


_ AT 
"G-A 
Hn,m tel que Za (un La e (un GLP n,m La VA ( n,m LL 0 m= Liam 


Ran = farn} 


À 


Rom (r)= Y, (u Lal (u WER (u Lab, (u r)= 


©, (0)= és E 
6; E? 


do +00 3 la 6, 
T(r,9,1) BER E am Je Zen! avec Cnm = Í dr r(R, „F Í dg f(r,0)Sin(a,(0-0,)) 
n=1 m=1 au ml 0 
LR E 
—6, 


KEE EEN 


KA (r)= GE '(u La W, (u r)-J;, '(u la DA (u r)= 


2 


EECH Cl n j> le, (0) = len, et DH 


2 +00 +00 R nt) 5 à La KÉ 
ET ET ET Eeer ouece, = | drrir, "Teltf | d0 f(r,0)Cos(2,(0 -0 
To Ho (à ( le n,m n,m It ) n 1 


n Sr) La CA 


= Cn,m 
0-0; 


n=1 m=1 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 


Sur un corps axial symétrique, la séparation des variables en coordonnées (r,z) donne : 
OU(r,2) .LOU(r2), oU(r 


£ 2 | PU, stet T(r,2,0= Bären 


ôr? r Or Oz 
avec p? >0etW(h=e"" ou W(t)=B 


5 ROZO R OZO ROZ O+ PROZE =0 
r 


> rR" (r)Z(2)+ R'(r)Z(z)+ rR(r)Z" (z)+ p°rR(r)Z(2) = 0 


rR'"'(r)+ R'(r) S Z"(z)+ ul Ste 8 rR''(r)+R'(r) be Z"(2)+ °Z(2) _+p 
rR(r) Z(z) rR(r) Z(z) 8 
Cas 1:+ A 


Z"()+(u° +2)Z() =0= Z() = A,Cosl PF }+ B Sin Por ) 

rR" (r)+ R'(r)-2 rR) =0=> R() =A Jhi Ar)+B Y liar) 41,(4r)+B,K,(àr) 

Cas 2: =0 

Z"(2)+ W’ Z(z)=0 > Z(z) = 4,Cos(u z)+ B_Sin(u z) 

rR''(r)+R'(r)=0= R(r) = ALog(r)+B, 

Cas 3:-X 

Si A He Z(+ - 2 )7(2)=0= Z(2)= 4,Cos Ju BW: } 5 ale? BW: ) 


Si — 2 <0— Ziel -w Ze) =0> Z= A,Coshle JE =i }+ B,Sinhle J2 EST ) 
rR" (r)+ R'(r)+2? rR(r)=0=> R(r)= 4J (Ar)+B Y, (ar) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Un petit commentaire est nécessaire : 

- pour le cas n°2, dans le cas d'un cylindre plein, la partie radiale présente une singularité en r=0, 
conduisant au choix A,=0, conduisant à une solution constante en r, inapte a représenter des 
problème dont les conditions aux limites sont homogènes en r, on écarte donc cette valeur 

- pour le cas n°3, dans le cas d'un cylindre plein, pour respecter des conditions aux limites 
homogènes bilatérales (par exemple de Dirichlet), cela conduit à un jeu de valeur propres axiales 
Àzn et si les valeurs propres radiales À,m sont également déterminées par des conditions 
homogènes sur r, alors il y a toujours la positivité du paramètre temporel assurant la décroissance 
du terme temporel : 


| 2 2 2 2 2 

E ee nn à à e C'est ce cas qui doit être privilégié, car les indices ne 
sont aucunement limités, ce qui permet d'assurer la complétude des solutions construites. 
- pour le cas n°1, pour respecter des conditions aux limites homogènes bilatérales (par exemple de 
Dirichlet), cela conduit à un jeu de valeur propres axiales À, et si les valeurs propres radiales À,» 
sont également déterminées par des conditions homogènes sur r alors cela implique que tous les 
indices axiales n et radiales m ne peuvent être utilisés dans le développement de la série, par la 
contrainte de décroissance du terme temporel, soit : 


2 2 2 2 2 
HIT BET mu =, -2, >0—= À >A eh EH e 
D GN an H SC EZ " 7%, Dans ces conditions la limitation du jeu 
des indices ne permet pas de s'assurer de la complétude de la solution construites. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Cylindre plein (rz) soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes de température To. 


Soit le problème de réchauffement avec conditions homogènes de Dirichlet sur la hauteur z : 


EE A ST. = 0 
ôt 

CL. SE = LG) 

CL. T(r,2). = 


C.L. T(r,2)., =0 
CI T(r,z,0)=0 


On est dans le cas n°2 dans la dimension radiale, on revient au cas n°1 par la technique classique 


de décomposition en deux sous problèmes : EI LE AE 


C.L. 
CL. Pezo = f(z) 
CL T02) i ; C.L. 
Le T,(r,z = + 

g SES CL. 


CL. T,(r,z). =0 | 
AU zl. CI T(r,z,0)=-T,(r,z) 


La solution du régime permanent a déjà été calculée comme ceci : 


V, + C, gd f(z) Sin(v,z) T „(r, z)= L D. F WW o(vır) Sin(v,z) 


Le régime transitoire se développe sous la forme d'une série à deux indices en utilisant le cas n°3 
des équations séparées : 


m n 


À, tq Luis et +. de SE 


+00 +00 


SC n=l m=1 EE 
Fonctions propres 
D°(z)= ge db (oi Ar) D", (r)=-4,J, (4r) 


T(r,2,0) = D aw, ze tt) 


D" CT 


CAO = Je lf = -Í dr rä Je | 


n 


+ (r) d AL 


>C a m-f Silyn dc (r, z) J (Ar) 
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Il ne reste plus qu'à calculer le coefficient : 
L 


Ve Q= f2 Sinz) Liza: 


Zz 


2 à Dol Sin(v,z) 
L 1=1,+00 I (v,1.) 


L A d 
e r l 
C a= | dz Sin(v,z) | drr T, (r, Mai) | dz Sin(v „z) Sin(v,z) = à On 


+00 L L, 
E Sat f dz Sin(v „z) Sin(v,z) | drr : a Dr) (Ar) 


z ln ANGLE 


C 1 
LU =- D drrL(v r), (àr 
SR Lo! d ` ) d g ) 


Calculons les intégrales : 
Posons x=r >dx=2rdr res dir 


Í drr Lv, r) J (Ar) = = fan EST dE 


H 2 


Or | dx idee Abel) = LZ (a tbe, (a Vx) -b LONJE) a) | 
0 a — 0 


Fr 


2 2 
a” —b 


et Í dx x1,(ax)1,(bx) = | (a1,(bx)l,(ax)-b1,(ax)1,(b oi 


0 


l 2 


j 


Ss 


a° +b? 


et [a a, Ex) -| a Kurt anoa a) 


0 
L 


s 


X 


l 
et fax tante =| SE 
d a” + 


3 (b1(bx)J,(ax)+al,(bx)J,(a oi 


0 


2 
v = 


m n 


= fax hV, Vx) (4, Vx) = LA bh LALILGL)-A (4L) 25) 


SCH LA 1, l )J (A, L) 


m r 


de 
> [drr JAN, n) = te DOn (Hai, LIA Jul, LH, 2] 
0 +v 


n m 


2 2) 
A, Vp 


t 
l À J (2 
Le Cn [drr NADL, r) => Ga AO 
EVE À, "Es 


La solution complète s'écrit donc : 


D 
A tq JAL)=0 et v SE et C, = | dz f.(2) Sin(v;z) 
Z 0 


m 


2 C des À, TA) Ha 
T(r,2,t) = MT (vor) Sin(v,.z)—— C i RE Sin(v, ze Y +% 
( ) L ët LL) af m ) ( m ) LL 22 m À” Au, J (4,1) ( m ) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Soit le problème de réchauffement avec conditions homogènes de Dirichlet sur la surface 


cylindrique : 

_ L'ÔT(r,2,t) ` 
ot 

C.L. T(r,2)., = 0 

CE: T(r,z) es Oz) 

C.L. E = f,(r) 

CI T(r,z,0)=0 


AT(r,2,t) 0 


On est dans le cas n°2 sur l'axe z, on revient au cas n°1 par la technique classique de 


décomposition en trois sous problèmes : 


C.L. Tid =0 C.L. Ta =0 LE 

| ` C.L. 
C.L. GIE = f) +ICL. T,(r,z)_=0 Dee 
C.L. Taz) =0 C.L. T(z) = f,(r) SC 


La solution du régime permanent a déjà été calculée comme ceci : 


2, tg J AL)=0 


nr 


L, L. 
Bn =| drr fa IAr) Bn =f drr tte 
0 0 


2 B, Sinh A, (L-z) (Ar 
Tt, zi Kä ln - ( n (L A ) o( n ) 

LZ, Sinh(A, L)J (AL) 

2 B, Sinh(À, z)J (Ar 
Tat, z) == > 22 ( n ) al n ) 

1? „fo SAINT) 


nr 


T(r,z,t)=T (r,z)+T,(r,z)-T,(r,z,t) 


T (r,z DÐ; =0 
Ji, 20, zc 
T,(r,2z,t), =0 


NEU ELLE KE LE 


T (r,z)=T (r,z)+T,„(r,z)= = y Jr) (B,,, Sinh(à, (L-z))+ B,,, Sinh(À, z)) 


L? nho Sinh(A, L)J (AL) 


n zZ 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Le régime transitoire se développe sous la forme d'une série à deux indices en utilisant le cas n°3 des 
équations séparées : 


A tq JIA )=0 et Va Han © Mn + 


Fonctions propres 


D(z)=Sin(zv,) D'(r)=J,(Ar) diti Ar 
| ec, op Je KM Toun d AL 


0 
EE Con  Sinfvz)e te #5) 
SS r n=l m=l Ji (À l E 


nr 


viet" je: 


L 
CE | dz Sin(v „z) f drrT,(r,z)J,(4,r) 
0 


JA S 
Z -zZ À z 
T „(r, )= D SE A 1 See We Sinh(à, (L, ))+ B, Sinh(?, )) 


1 
Î dz (By Sinh(2, (L, —2))+ E Sinh(à, 2))Sin(v,z)] dr r Ja (Ar) J (A,r) 
0 


>C,,„= z DE > 
" L ono Ainhbt 24. VM (Al,) 


L 
f dz (8,, Sinh(2, (L -2))}+B,,, Sinh(à, 2))Sin(v, 2) 


Comme dr (Ar), (A,r) = e 7 *(A1)6, 1> Cam Sinh(AL.) 
inh(A,L 


z L 
Con = A l | dz Sinh(à, (L - de + 2, | dz EEN 
Calculons le coefficient Cnm: 


1 


L L 
Cin = an D | | dz Sinh(à, (L - del Hp | | dz TEEN 


v,- D cht, L) 


)= v, Sinh(A,L) 
1° +v 


2 2 
ek EU, 


L L 
| æ Sinh(2,2)Sin(v,z)=- et | dz Sinh(à, (1. - z))}Sin(v „z 
0 0 


vV m m 
> ECH = Dane Lo. ES (- 1) P. L P = (- 1) DM 
La solution complète est donc : 


È 1 
A tq JA, )=0 et vs B=fdrr tat) Bn = farr fRA) 
0 0 


2 IAD 
T ; = 0 n 
Wns m 2 FIO 
Ae Sen, -CN Bn) nA, Hs 
n n S 
TERRE SE = 2 À Au, Ke 417) fl, zk" 


ER Sinh(à, (2 -z))+ B, Sinh(À, Di 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 


Résolution de problème de diffusion en coordonnées cylindrique (r,0,z) 


L'équation de diffusion séparée en coordonnées (r.5,z) se présente sous la forme : 


2 2 2 
ô Dë r : a 4 ô az, Ô da °U(r,6,z)= 0 


T(r,0,z,t)= R(N)O(O)ZW( et Wie" 


= R" (r)O©(0)Z(z)+ Z R'OO)Z()+ ZRO" O)Z(e)+ RINOCOZ"(z)= -u°R(r)O(0)Z(z) 


ÉR" tr RO) 2,2, 20) Ze) 


RG) Feu Ze) 
omg —  _Z"()_ D O(8)= 4,Cos(1,0)+ B,Sin(1,0) 
og ” Z(z) "Joel 4 Cos(A,z)+ B Sin(A,z) 
EE Ge PRO 1 2 RG an Bichel 2 let 
P 


t 1 ' 2 4 T À r . 2 2 
R"'(r)+— R'(r)+| u“ -——— |R(r)=0 équation de Bessel A =, +4; 
r r 


R(r)=4J,(ur)+B,Y, (ur) fonction de Bessel de première et deuxième espèce 


Ici nous n'avons retenu que le cas des solutions sinusoïdales compatibles avec des conditions 
homogènes axiales et angulaires. Le cas des valeurs propres radiale ou angulaire nulles se ramène 
au cas des exemples précédents pour des coordonnées polaires ou axi-symétrique. Comme 
précédemment, une solution respectant une condition homogène radiale de Dirichlet sur un disque plein, par 
exemple, donnent des valeurs propres strictement positives de la forme: 


J L)=0—=0<u < u... H <... +0 => e" décroissanten t 
À Um P Ai l Un 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : soit le problème de refroidissement suivant correspondant au cas n°1 : 


AT(r,0,z,t)-— S KE 2 = 0 


CI T(r,0,z,0)= T,(r,0,2) t4 TI, tee eh 1,(r,-0,z)=-T,(r,0,2) 
T,(r,0,z) présente la symétrie Y+, X — 
Comme la condition initiale présente la symétrie Y+,X-, la partie angulaire se développe comme 
une fonction sinusoïdale de la forme : Sin((2n, + 18): Dans ce cas la valeur propre angulaire est de 


la forme lo CS E La solution se développe sous la forme d'une série à triple indice : 


2 =2n +1 A, = A+ nn 4 ln Lë 


zZ 


+00 +00 +00 


T(r, 0,z, t)= > Zoch, EE dl, Zu r)Sin(2.z)Sin((2n, +18} Arms 


n,=lng=0n,= 


Le premier indice nz est axial, le deuxième est angulaire, de valeur entière, le troisième correspond 
à la suite de valeurs propres radiales obtenues en assure la nullité de la solution en r=l, : 
Ha, n NA tq Ji (u, eo, L, ) = 0 5 


Le respect de la condition initiale donne le calcul des intégrales suivantes: 


Posons 6;,, (9) = Sin((2n, + 1)9) SR o, at SÉ Z, (z) = Sin(,z) > |Z, (z) | 


SI. ebe Ek ` nanten) 


HA au n, n, oh. 


EE 


Dis (r) =J; Lu. D r)= 


l 
D l 2 hi 2 S p 
läit El SC le )] 
A aid A ae ho g 
"Io SZ I 
zb | sua) nn) 


CLSY Y YB, „a J, (l, nn rMSin(2.z)Sin((2n, +1)0)=T,(r,6,z) 


n,=1n9=0n,=1 

L, D L 

Jar r 3, (un A dë Sin((2n, +1)9)[ dz Sin(2.z)T,(r,0,z) 
SS 0 0 0 

FOR Dati) 


Ineo (OM (e)= A, = farr e bn... dl 5. = [d02(8)Sin((2n, +139) 


Q 


lz 
n, = fa h(z)Sin(å,z) À 2ng +1 À, F = À, E V A + À Hn, ,ng,N, tq J (u, io, H- 1, )= 0 
0 


zZ 


n, =l ng=0n,= 


(1,0, = SE AR papes ` = ne. S Sin(2,z)Sin((2n, + 1)D}e ? "un 
A+ Wn, ngn, r 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Si la température initiale ne dépend pas de z, ni de r, alors il vient : 


A [Cos(4,z)} UE EE 21 
Si T(r,0,z)= g(0)= C, = | dz Sin(2.z)= SC E l 1 Cona = n + Dr 
0 z Z S 


Comme faz zJ (z)= [J,a (z)]+v faz J (z) et fa J,(z)= D Japa) 


D r NG > zl hy MG nzlr 
Aa = far CJ. (u, EH r) S 2 | fa zJ; (z) = 2 2 (e)p +4, | faz J ol 
0 Hn, eum, 0 Hn, non, 0 
Hn, non; LJ. + (u, NRA L, )+ 2A, D Ji +2k+1 (a, Aa, L, ) 27 
SA E SE B,, = [d0 g(0)Sin((2n, +1)9) 
H. un, 0 


= — "Dn, +1) +(2n. +1) x? 
Ae = 2n9 +1 À, nk À, T. AtA e v l KE e e E Un, an. tq T ona (lu 


zZ Zz 


8 e e A, B, J, (u, ng,n, r) $ —ô u 24 
T = r D d rog Mz 2 1 2 1 n, ong Mz 
ta SS T 222 Gn +1) ee F Sin((2n, +1)z)Sin((2n, +1) }e 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


r 


Equation de Laplace et équation de diffusion dans le cas d'un hyper-cylindre 


Un hyper-cylindre à n+1 dimensions est construit de la manière suivante : c'est le produit cartésien 
d'une hyper-sphère de dimension n, avec une ligne de dimension 1. Cette ligne, assimilable à l'axe 
z, est la n-ième dimension, l'axe de symétrie de l'hyper-Cylindre. On suppose que le problème aux 
limites ne présente pas de dépendance aux coordonnées angulaires de l'hyper-sphère. Seuls le 
rayon et la hauteur demeure les variables du problème aux limites. 


La séparation de l'équation de Laplace dans le cas d'un hyper-cylindre pour un problème aux 
limites axi-symétrique généralisé 


Les équations séparées du problème de Laplace, indépendant de tous les angles donnent : 
l=n 8? ©? 


Problème à n+1 dimensions n22 A= D sch SE 
OO Ou 
SE ~ @U(r,z) (n-1\OU(r,z) SU(r,z) 
= ? > AU (x)= ; 2120 
S >, SS (x) ôr’ S | r | Ôr S Ef 


Cas — u’ i 
si n23 => R" (r)+ = R'(r)+ °U(r)=0 et Z'(z)- u°Z(z)=0 
r 
Z(z)= Ce”? + De “7 
U(r)= AJ ,({ur)+B,Y (ur) sin=2 


U(r) = lu r)+BY, (u A = glat ch ën, (u A = SÉ Cos(u r)+ B Sin(u r)) sin=3 


2 2 2 


2-n 
U(r)=r ? Aach Br, ur) DER 
EN ES 

sin=2= Briet wt et Z'(z)+u°Z(z)=0 
Cas + u’ d í 

sin>3= Rtl Ets ue U(r)= 0 et Z"(z)+ u°Z(z)=0 

r 
DÉI = CCos(u z)+ D Sin(u z) 
U(r)= Al,(ur)+B,K{ur) sin=2 
2-n 
U(r)= SE 1,-(ur)+B1,, 
2 


PA ER 


eck lusch Seiscl ee pe" sin=3 


N 


2-n 
U(r)= Far (ur)+BK,._ 
ER 


(r) sin>4 


s| 
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Equation de diffusion dans le cas d'un hyper-cylindre et sa séparation pour un problème aux 
limites axi-symétrique généralisé 


Les équations séparées du problème de diffusion, indépendant de tous les angles donnent : 


l=n 2 2 
Problème à n+1 dimensions n22 A= 2 z+ SC > EE 
SE OX, 
l=n EH 2 
AE l aU (x,t) d ai a r,z,t) neu r,2,t) € Hess 1 Ulat) o 
= ôt Oz ô Or 


OO UOTE À RIZ" FREZE) = 0 


Z(z)= Ce? + De *’ 
U(r)= AJ Qu + rhe ByN NET Sa 52 
2-n 
U(r)=r ? Fa. Mecher SES Ju +27r =) sin23 


2 


Cas+u? Seulcas possible Ai -u° >0 R"(r)+ DCL ef) -e (r)=0 et Z"(z)+u’Z(z)=0 
r 


Z(z)=CCos(uz)+D Sin(u z) 
U(r) = EANES — u’ Jh sl À - u° r) sin=2 


vo=r far, For. re) sin2>3 


2 2 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 


Résolution de problème de diffusion en coordonnées sphériques (r,9, ol 


On se restreint au cas où la configuration géométrique du corps, des conditions aux limites et de la 
condition initiale sont soit indépendantes de Ÿ et @ (corps sphérique), soit indépendantes de o 
(corps sphérique de révolution axiale z), soit indépendante de r (variété surface de la sphère). 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Les équations séparées du problème de Helmholtz indépendant de 8 et o (une dimension radiale) 
donnent : 


U""(r)+ Zip dU(r)=0 T(r,t)=U(r}W(f) et W()=e* #1 ou W(t)=B 
r 


Posons V(r)=rU(r) 
V'(r)=rU'(r)+U(r) V"(r)=rU"(r)+2U'(r) 


UE Ur) =0 V"(r)+uV(r)=0 
r 


> U(r)= L (4,Cos(ur)+ B,Sin(ur)) 
r 
e? Air 


T(r,t) = (4,Cos(ur)+B,Sin(ur)) 


Les équations séparées du problème de Helmholtz indépendant de @ (deux dimensions, radiale, 
angulaire) donnent : 
1 ô E ðU (r,0) 1 ô OU(r,0) 


Sin(0 
r° ôr ôr r°Sin(0) 00 Gë 00 


et W=" ou W(t)=B 


A U(r,0)=0 T(r,0,1) = R(r)O(O)W (O) 


RERO SH = 0 
cas général = S r 


erg, SO @(0)+ a,8(0)=0 
Sin(0) 

si œ, =n(n+1) avec n entier, 

Ent Er its df =0= Bil D Luch Bi (u d 

r r Jr WE Le 
=> 
8 Cos(0) |, 
@''(8)+ So (0)+[n(n+D]0(0) = 0 => O0) = 4,P, (Cos(0))+ B,0,(Cos(0)) 
in 

P, (z) Polynôme de Legendre de degrén O. Di onction de Legendre de deuxième espèce de degré n 


1— Cos(0) 


14 Cos(@)| 


valeur propre nulle — si a, = 0 => R(r)= rg Cos(u r)+ B Sin(u r)); O(0)=C, + D, Log 
r 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
Les équations séparées du problème de Helmholtz à trois dimensions donnent : 


2 
L ô r’ oU (r,0,p) + > | ð Sin(0) oU (r,0,p) + > Ô E 
r° or ôr r'Sin(0) 00 00 r'Sin(0) Co 


Tir Oo Birgit) et WA =° e ou W(t)=B 


+ u°U(r,0,p)=0 


RER GA a ai 
r r 
D n Cos(0) z OG S 
cas général = |0"'(0)+ ESCH © un Si bn — 
F"(p)+a,#(p)=0 
si a,=n(n+l) avec n entier, @, =m? 
Rože e- a Prozos roA Lech EN (ur) 
r r Jr n n 
ge Cos(0) —, 8 Dip e = P e 
= (© DE © ERT e bm 0 = @(0)= 4,P"(Cos(0))+ B'OlCostgil 
Y(o)= 4,Cos(mp)+B,Sin(mo) 


P; (z) Fonction associée de Legendre de première espèce de degré net d'ordre m 
OI (z)F onction associée de Legendre de deuxième espèce de degré net d'ordre m 


J (z) Fonction de Bessel Sphérique 


Pour ce qui est des valeurs spéciales des constantes de séparation, lorsque get), on retombe dans 
le cas indépendant de l'angle azimutal o et lorsque Gs il s'agit du cas d'un problème 
uniquement radial. Les valeurs de n et m sont entières dès lors que le problème aux limites 
concerne une sphère entière, car les fonctions de Legendre et Legendre associées, de degré n et 
d'ordre m sont les seuls dans ce cas à être régulières sur le domaine fermé angulaire en OG o Elles 
forment par ailleurs un système de fonctions propres orthogonales pour ces paramètres n et m 
entiers. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Les équations séparées du problème de Helmholtz indépendant de r (deux dimensions angulaires) 
donnent : 
R rayon de la sphère 
2 
k sl Sin(@) nee). 1 ZU 
R' Stot) 00 00 R'Sin(0) ` Go 
ei Huis ei ou W(t)=B 


cas général 


+A'U(0,p)=0 T(0,p,t) Otter A) 


me Cos(0) a, E 
ei? C E (0) SAR [ar ebe 
P'(p)+a;D(p) = 0 
si u°R°=n(n+l)eta;=m avec n,m entier, 
Cos(0) 
Sin(0) 
= \D"(p)+m°D(p)=0 
n(n+1) 

Ji 


m 


©" (0) + ——— rE 


©'(0)+ D +1)- Lo =0 > @(0)= 4P” (Cos(0))+ B, Q” (Cos(0))tq m<=n 


avec u’ = 


P” (z) Fonction de Legendre de degré n et d'ordre m 

Q” (z)F onction de Legendre de deuxième espèce de degré n et d'ordre m 
valeur propre nulle — si a, =m=0 

=> (0) = 4,P,(Cos(0))+ B,0,(Cos()) 

Dlo) =E, + Fp 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Sphère pleine (rd ol soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes 
en Fc, ne dépendant que de l'angle det pas de l'angle azimuthal o en réchauffement depuis la 
condition initiale nulle. 


1 rue 0,1) _ 
Or 
Comme d'habitude on E en deux sous-problèmes: 


AT(r,0,t)— 


HET fo(0) CI T(r,0,0)=0 


CL. T(r,0, D = 


0 = 0) 0 C.L. 0 = d e 
T(,0,0=7,(,0)-10,8,9 LL Ter, 1. FRO) E IEN 


La solution stationnaire s'écrit : 


B, -fao Sin(0) fo (0) B, -fao Stat) f,(0) P,(Cos(0)) T(r,0)= 3 B gente) P (Cos(@)) 


n 
n=0,+00 2 r 


Le régime transitoire se développe en série comme suit : 
Hna tq Sg (ul, ) = 0 


äi 2, auch?" ie 


n=0 l=] 
Les fonctions propres radiales sont e : 


Fonctions propres radiales D; (r)=J ; (u, r)orthogonales 
Wë 


d 
Í drr D? (r)®} (r) = EOS S D',(4)=0 
0 


2 
1 
2 n +— 
SE LE | ) 2 Y 
|] = à DÉI y M + D (r) 1 24 LE DÉI @) 


d eg r)= Hi DI L) 2 J det, r) >— = Jon, 1) 
2 2 


2 Hi r Wi Hna 


i J te à 
Fr r)= Hn, T deg DÉI S > — =J (ut) 
2 2 2 


2 2 
S = (us L ) 


Fonctions SE angulaires ®? (0) = P,(Cos(@)) orthogonales 


2 2 
=> eno = ` a2 2) ou bien Ip Act = 
2 


o: o| = EIER 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
Avec l EE SC conditions initiales, il vient alors : 


ds 2; 1 +00 kon S 2 
T (a ki P,(Cos(0)= al ihat k =R Cola) 
SES F n=0 fl Lu 


CI. T,(r,0,0)=T, (r,6) DAT 1l r}P, (Cos(0))= V77, 0.8) 


n=0 l=1 


farrdrs (us d dg E (r,9)P,(Cos(6)) 
A, =2 2 2 


H. lo; 


DÉI 


Ga leede (ur) Í d0 Sin(O)T, (r,0)P,(Cos(0)) 


2 
AË L, ) 


Qn+Df drrdr J (ar d dü Sin(0) Ý. B, eme) P, (Cos(0))P,(Cos(0)) 
A = 0 m=0,+0 


n, 2 ` 
o An L, ) 


Gul drrdr J (er LS B, DE Cm +1) d d0 Sin(O)P,(Cos(6))P, (Cos()) 


À, 
E J SE (ue r ) 
Ka 
Comme Sec w d d0 Sin(0)P,(Cos(0))P,(Cos(0)) = 
1. 33 
(2n+1)B, Î dre rs ur) Gn+D8,fdrr 23 (ur) 
Së 0 2 0 Ge 
nl — 


2 SS 2 
Geh (z Lu. d ) Ee: Lu. d ) 
2 2 


l SE 1 WË SE H y 
Depus] ar J alu r) = R SS l dzz ? 156 comme [az 1J (z)=z"* J.(c) 
n,l 


Hn al, 


ona | dzz” SA MOVIE (us) = farr” di An, r) = 
+ 


3 
g ` nl 


nl 


(2n + DB, +00 +00 (2n + wë Bi A 
mor J i (tna re P,(Cos(0 
ns ni ) Jr SE Vol si, ) e Si k ( ( )) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Et la solution s'écrit finalement : 
B, = | d0 Sin(0) f,(0) B, = | d0 Sin(0) f, (6) P, (Cos(0)) 
0 0 
Hna tq J a (u,1.)= 0 
2 


(2n +1) A (2n+D8, 


fräi: D B, H P, (Cos(0)) Ee 


n=0,+00 D n=0 l=1 Hu BN 


ju, rE (Cos(e)) 
2 


Exemple : Sphère pleine (r,0,@) soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes 
en FL dépendant des angles d et p, en réchauffement depuis la condition initiale nulle. 


1 OT(r,0,@,t) 
AT(r,0,0,t = 0 
(r,0,@,t) 5 à 
CL. T(r,0,0,1)., = fop (0,0) 


CI T(r,0,p,0)=0 
Condition aux limites f,,(0,0)= Ia, LÉI) 
Comme d'habitude on décompose en deux sous-problèmes: 
T(r,0,1)=T, (r,0)-T,(r,0,1) 
C.L. Zë = 


L. T (r,0 Ja) - 
k Dis 1. Ju) ` T,(r,0,0)=T,, (r,0) 


La solution stationnaire s'écrit : 
+0 m=+n Bam (2n+1)(n- m(r 8 
d. P” (Cos (0))Ci 
Temp 2 (+6,07 2{n+m} Li CO) 


n=0 m=0 


B,n = | d0 Sin(6)P} (Cos(6)) í do fo, (0,p)Cos(mp)= | dz P; (2) f de fo o (2-0) Cos(mp) 


Le régime transitoire se développe en série à trois indices l,n,m comme suit : 
Hn tq Ge SS 0 


+00 +00 +n 


T,(r,0,9, An, ck °""P"(Cos(6)Cos(me) 


n=0 Il m=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


D'après les calculs effectués dans l'exemple précédent, il vient pour les fonctions propres : 


Fonctions propres radiales D, ,(r)=J , (u, r) orthogonales 
ntz 


1 
farro eieiei A. A0 
0 


2 2 2 S 
DC EE CA) oubien kat = 3, Aa 
2 2 
Fonctions propres angulaires ©? „(0) = P” (Cos(0))= P” (z) orthogonales 
9 2. 2 (n +m} 
KÉ o Zut) (n—m) 


Fonctions propres angulaires D? (p) = Cosimo) orthogonales 


lo” tel = zlto) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Avec l'application des conditions initiales, il vient : 
CI. T;(r,0,p,0)=T, (r,0,@) 


= > 24 el, tr (Cos(0))Cos(mo)= J77, gei 


=0 /=1 m= 
+o mp=+n B e np 
T (r,0,@)= "TT | | P™ (Cos(0))Cos(mp p) 
OPEL jo offer U) 


OS 2x 
[ar rr J 1 (u, r fær" ()f do T,(r,2,p)Cos(mop) 
0 E? -1 0 


n,l,m 


eroien olero] 


L, B, 2e 
[AE Hna njere fdp cosmp Ÿ S "pmp A | P"(z)Cos(mp o) 
ce fin A [OO N 


À, 


n,l,m 


Al kstlewet 


+œ mp=+n Bap 


np- T 2m 
at dr rr J 1 E A Í dzP” (zip (z) | do Cos(mo)Cos(mp o) 
+2 r -l1 0 


ee CIO 


AGE oero] 


Comme fa Cos(mo)Cos(mp @) = Je: KOE et jarr Dad E =]: a MOA 


m,mp 


B, BOARA eal) B, fars, la) 


oee reoeo 


il vient Anim 


L, 43 n+2 2 
De plus [drr zJ CH r) = y Ut) et Ip cl = ob gl, 2) 
d vr Un "t3 2 rz 
2B 


n,m 


Anim = 2 2 
CARPE An, WE CH 


= T(r,0,0,1) = T? > y amt de Fa (u, rje?“ P” (Cos(0))Cos(mo) 
2 


n=0 [=] » D BCS 1) r(1+6,, o) (n +m)! 


Et la solution s'écrit finalement : 
= „=Í dëi Sin(0)P”(Cos(0)) Ï do f3, (0,9) Cos(mp) = Í dz P” (z of do fo, (z:P)Cos(mp) 


Hnı tq J nik 0 


US 2n+1 (n -m} ry 
T(r,0,@,t) = B P”"(Cos(0))C 
(r, DA t) 2 2 n,m Es) D Ost 1 os(mp) 
+00 +00 m=+n B = 2 
e 2 nm 2n+1 (n-m) J a (u, De fi! P"(Cos(0))Cos(mp) 
2 


etape Mia Dal al, Je +6,5)(n+m) 
2 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Exemple : Sphère pleine (rd ol soumise à des conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes 
en FL ne dépendant que de l'angle o. en réchauffement depuis la condition initiale nulle. 


AT(r,0,@,t) 


Ee C.L. T(r,0,9. 


ôt 
CI T(r,0,0.,0)=0 
En reprenant les résultats de l'exemple précédent, on a : 


B,n = fao Sin(0)P” (Cos(0)) Î do f,(0,p)Cos(mp)= fa P” (z) î do f,(z,p)Cos(mp) 


a =f (P) Condition aux limites f,(p)= f, 9) 


Hu tq J (fnil )=0 
2 


GK 2n+1 (n— m) De 
T H B P” (Cos(0))C 
(r,0,@p,t) H 2 n,m 27(1+6,,5) (n+m) E | n ( os( )) os(mp) 


+00 +00 m=+n Bpm 2n+1 Lo ml Ge Ets 
J "7 P"{Cos(0))C 
RER EE Tan nn ae mr Pr (Gene) 


Auquel on applique la nn de la condition aux limites ne dépendant que de o. soit : 
2x 


Lil telen B,n = | do f,(p)Cos(me)[ dz P? (z) 


o mD" + cober( z(=) e 


mie 2 
[ær, (z)= REECH [ZRA 2 A - [ao rw) 4, = fdo fe) Cost 
2 Ss? 
B,m = À, pournm>0 B,,=0 pourn>0 B,,=24, 
n+3\ n-m , 
2 2 
Il vient la solution complète : 
T(r,0,p,t)= A | > À J (ue, ck SÉ 


27% dr fa l oJ nl IS 


1 
a MED eu OL) | 
LR p enr P"(Cos(8))Cos(mp) 
do CH E 2x Lotmll 1 


+ 


2 2 


EH EES ee nm) 


LEE ` ad HE 


2 


dÉ Ze (u, r} Hit pm (Cos(8))Cos(mp) 
Wë 


27 m 
A [def (o)=2{def,@) 4 tg J (tnl )=0 os ta All 
0 0 2 2 


4, = [do f,(e)Cos(mp) =2| de f,(p) Cosmo) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Problème de diffusion radiale sur une hypersphère : ligne, cylindre, sphère et hypersphère 


La séparation de l'équation de diffusion radiale dans le cas d'une hypersphère 
Les SSES Gelee du Probieme de Helmholtz, indépendant de tous les angles donnent : 


r= j> avdet eud- o2 kr LK MEN D TO =UEWO 


ei Wi e" ou W(t)=B 
sin=1>U"(r)+u°U(r)=0 


EE E 
r 
in=3 SU GE UC) A AED 
r 
We S OS, 
r 
ACos(ur)+ B Sin(ur) sin=1 
AJ (ur)+B,Y (ur) sin=2 
= U(r) = l "4 Cos(ur)+BSin(ur)) sin=3 


2-n 
ech at (un) sinz4 


2 2 


sin=3 Asch at. ec: Asch BY lur) 


s (ur)= 2 Sen) J (ur)=- 2 Gr) 


Problème de diffusion sur une ligne : condition initiale et conditions aux limites de Dirichlet 


Cas n=1 : le problème de diffusion sur une ligne, sous forme séparé s'écrit (voir page 102 du 
Livre de H.S.Carslaw et J.C. Jaeger, Conduction of Heat in Solids) : 


ire Deer la TE H=UrWE 
0° on AG Virton 
Or Or 


CL TO,D=0 A) 
CL. TU. 001) 
CI. T(r,0)= f(r) 
On peut ramener la solution à l'addition des solutions des deux problèmes suivants : 
T(r,0)=T (F0 +T, (r,t) 
CL. T(0,r)=0 CL. Toi) 
C.L. T (l,t)=0 C.L. TO 
CI. T(r0)=f(r) (CI. T,(r,0)=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


La première solution est une solution homogène qui se développe ainsi : 


KÉ 
FAT qe 


r 


+00 5 L, 
T (r,t) = D) e?r so 22 ‘| dz WEEK z) 


r n=l r 0 d 


La seconde solution utilise les résultats du théorème de Duhamel . 


Application du théorème de Duhamel à la solution 
La solution du problème 


T (r,t) 
C.L. T (0, =p (£) 
C.L. T (L,t)=p, (t) 
CI. T,(r,0)=0 
est dérivée du problème à température fixé aux limites du domaine : 
T,(r,2,9 = (AT, r +R, AT rt 
CL. T(0,4,0=@(4) [CL T,(0,n=1 (CL T.,(0,=0 
C.L. T(li40)=p 0) <CE Tal, =0 CL. Tp(l,t)=1 
CI. T,(r,4,0)=0 CI. T (r,0)=0 (CI. T (r,0)=0 
Avec les solutions respectives pour Ti : 
CL. TI) 
CL. Talt =0=> Tart) =T, (r)+T,(r,t) 
CI. T,(r,0)=0 
CL T(0,t)=0 


C.L. T,(0)=1 
d T, CL. T{(L,1)=0 


CL. T(D=0 
S CI. T(r,0)=-T, (r) 
T, ()=1=> m= lu, =nx 


r F 


2 + d 
E Se and" r) 


r n=l r 


1 1 
in d =l farr Sin 7e, — | dr Sin ue 
L ES L A L 
H, 0 HUn 


L, AT 
[ar r Ska r) = Ss faz z Sin(z)= SC [Sin(z)- Z Cos(z)|;" SLA Cos(nr) 
0 n 0 


2 
H, H, 


r 


B= Cos(nx) 1-Cos(nx) _ 1 


Hn Hn Hn 


r 2 sna 1 o | AT r Je PR à (nrm 
> Tund Kl tege he i Sin ris) > Sin r 
r r n=l Hn 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Et pour T2 : 
CL. Tun 0 CL. T(0,1=0 
CL. Tal, =1> 7,00 Tei Ti Lies Tr C.L. T (1,0 0 
CI. T.,(r,0)=0 z 
m(7:0)= CI. TEE 
nc Lë mg neg: LÉ et sur) 
r r n=l Ia 


L, 
B, = -i farsi” r) - Colas) 
L, 0 L, 


H, 


> T,,(r,0) = Se nè Cos(nr) SE r) 
5 n 


n=1 


Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 
n 
H> H, = KS 


r 


+00 -ô u, t ef D 24 
Ttr,9=|1-2 Se Sin || T,G,0=| + > 1)” Sin 22r 
L T y n L. L, L, 


EE . D Le dE à 2i d ae 


r n=l n r r 

r 2 + e? a (t-2) DE: r e ue (t=) GE 
T,(r,2,t—-2)=@,(2) 1 > Sin WIESEN + SX 1)” Sin r 

L, = n L, L, = n L, 
Et par application du théorème de Duhamel : 
Posons 

r 2 42 e? tn (2) nm r e u, (t-12) nm 
FE(r,t-2)=|1 Sin r F, (r,t— + 1 Sin r 
(1-2) | Re D ner S A 2 r= 


Ô 264 oeth tA) (nr Ô DOS TS er t) (nr 
F(r,t-2)= Sin r F,(r,t-2)= CD" Sin r 
ER D ) z Su, S j à À ) = vu (—1) S 


n=1 r GE 


` Ô ` Ô ` Ô 
r,(r.1)= [42 SEET GE Fir A 


r n=l r 


T(r, t) = SÉ > ne”? LE dh di ly, (2)-(-D'o, (a)? u,2à 
0 
Ce qui ne la solution complète du problème à une dimension : 


T(r,t)= f LS een "Si UE WEEK: Le Tr De Ps DE le p,(A)-(-1)" p, (A)? à 


y n=l 


T(r,t Se Zenn KA QUE 


r n=l 0 


nī 


CLOS avec u, = 7 


l 


r 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas n=1, valeur initiale nulle, valeur fixe en surface /()=0 AOST P,(0=T, ; 


T(r,t)= SC KN Sn" fr "mz gg [da eê rA 1 S korn? 1) 
r 0 0 


ro nl SÉ? 
nei PE 
E DE ad, EEN 
27 SSC 2 e GE ee 
E Oil "zl G-n ten), dE Eh adr" 


1 KL) +% (_(_1)\" 
Comme | dr r Sin 77; eo 5 => ee el ED ja e 
d L, nī l Tia n L, 


f n +00 n 
farsi” r)a =E de EE GE r) 
S L, nm reen n L, 


Soit ZF Sk P DR 
F L, n L, 


T(r,t)=7 + Wb ER avec He 


E Geen n 


r 


Problème de diffusion sur une cylindre : condition initiale et conditions aux limites de Dirichlet 


Cas n=2, dans ce cas la condition en r=0 se réduit à une condition de finitude : 


AT(r,t)- R 2 S D a rn Droen 
OU(r) 1OU(r)  ; _. WA Z 
SE e E U(r)=0 F +6 u°W(t)=0 


C.L. T(0,t) fini 
C.L. T(.,0 =@,(t) 
CI. T(r,0)= f(r) 
On peut ramener la solution à l'addition des solutions des deux problèmes suivants : 
T(r,t)=T,(r,t)+T (r,t) 
C.L. T (0,£)=0 C.L. T,(0,t) fini 
C.L. T (L,t)=0 C.L. T (L,t) =p, (t) 
CI. T(r,0)=f(r) |CI. T (r,0)=0 
La première solution est une solution homogène qui se EES ainsi : 


u>u, tq JA,)=0 |P, = SEITEN 1) 


< = Ha 2 J o (Hlp ) 
Lut De uay] HE) $ de z f(e) Jo (ne) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
La seconde solution utilise les résultats du théorème de Duhamel : 


Application du théorème de Duhamel à la solution 
T,(r,t) 
CL. T(0,6) fini 
CL. T (L,t) =p (t) 


La solution du problème C.I. T,(r,0)=0 


Ir, A, t) = p (A)T, (r,t) 
C.L. T „(0,t) fini 
CL. T (l,t)=1 
est dérivée du problème à température fixée aux limites du domaine : GE TAC 
Avec la solution pour Tw: 


CL. T,;(0,1) fini CL. T(0,t)=0 
CR PIC DEN STD LOC E ës 
CI. T,,(r,0)=0 CI. T(r,0)=-1 


f 1 LJ (ul 
undin fd zJ(u,2)= SE = LARGE) 
0 


n n 


w L 
T,(r,0) = l= SH elle nee J o(u,7) 
L, n=1 J (4l) 0 LJ (LA, 


T (r,t)= IS etn EE ai T (r,t) =1-4 3 6m Jor) | 
l, RE Hl (u,l,) d =l Hal LO) 


Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 
Hn => AURA) = 0 


T,(, 4,0 =; a = De ho | DT, (r,At-2)=9, af SAS sut Gr) | 


L, n=l u,J,(u,l,.) r n=l u,J,(u,l,) 
Et par application du théorème de Duhamel : 
Posons 
Bei- F een Lg 
L, n=l H, Jı LD) 
ð F,(r,t À) = 20 > u, e?r (4) J or) WEE 5 u,e e? r NO 2) at) 
e d E E J (uL) 
(= dip (DČR t-> Trt) ET pe" So : ( da ae") 
r md 1 HUn r 0 


Ce qui donne ja solution mi du problème à deux dimensions : 


E Je -6 lr SES) e? r 2 Aalt) f Su 
pee Tu ne 2 po + SÉ Ee AP Jar ez, | 


2 48 sua DO S 
(ns De?" an fes ET voila pe" 1 
r nal HA, 0 


avec Hn > Jo (u,1,) = 0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas n=2, valeur initiale fixe, valeur nulle en surface Ziel, gien, 


+00 2 l, L, 
ne Aerch NEE fd zg) [de zJ,(u,2 = tal) 
0 0 


Të n=1 Ji (u,l,) n 
T(r,t)= 2T, De ut J,(4,r) 
L, n=l H, Jı (4,1,) 


avec H. > Jo (u,1,) e 0 
CT SY =: 
Cas n=2, valeur initiale fixe, valeur nulle en surface Zill, -kr p,0)=0 ; 
2 $Æ ouma Jour) f À 
T(r) =< A ett n | dz (T z- kz? )J (uz) 
CTT a] SEN 
z'*T(v +2) 


C++) Ga 


(z)- zJ 


v+2 v+3 


Í dz z*®J,(z)= (2))= Í dz ?J (z) = 2°(2J,(2)-2J,(2)) 


2(v—1) 


Formule de récurrence = J, (z) = Re E GE E EE S J,(z)-J,(2) 
Z 


=> Í dz zl SÉ (z)- E J (2)-J, @) = z°/(zJ (2)-2J,(2)) 
Z 


1 ` 1? 21? 
faz z Jz) Lë J= [d PNUD EG) TE I) 
D 0 


n n 


1 
et Í dz z J(u, 2) == K Cud) 
0 H 


n 


DÉS Le 2, J S 
T(r,t)= Ye i se 2 2 (u, (r, kl? V, Cu, l,) + 21,kJ,(1,1,)) 
L, n=1 H, OCH 


avec H, > Ji(4,l,)=0 
Cas n=2, valeur initiale nulle, valeur en surface fG)=0 BOT 


20 su JH. Zu, A 
T „t = 2, Hn 0 n dà À Hn 
(r ) L Zug H, J, (u,L) l Kä Je 


p,(A)=T > j dA p, (A)? =T. f da es? = TL | ke SN 1) 
0 0 SÉ? 
JI. Jett) h etni) 2T, D Jr) eh GT) sut 
L, n=l u,J,(u,l,) L, n=1 u,J,(u,l,) L n=l HU, J (4l) 
2 Jo(u,r) Gë 1 => T(r,t) = T, 27, >» J,(4,r) e U, t 
L n=1 Hal LD) L, n=l HU, Ji (lnl) 
avec u, > JU) =0 


T(r,t)= 


or 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas n=2, valeur initiale nulle, valeur en surface fG)=0 POST. 


2 - 7 de 2 
Tal De tu D faa p (A)e? 


t 


pDA, = far eier? plage uerger" 
S e 


0 


286$ J,(u,r) T, 

l, Zeit " J (l) (6 p zyl 
=Tt 2 Ja(u,r) 2T, D Jolu, r) ERR ot) pré 
f; hyh) LE A h, Nl) Lë DÄI) 

=l 


T(r,t)= ô u, t-1)+e?" gd 


L 2 
Comme | dz BI —7 b, (u,z)= SH J, (ul) 
0 H 


n 


A 
A 


7 8 ie Han. äi 
de À°-7 sera A 
| Z zl, Z Luz e (4, DW =? L, 2 vu Jul) 4 


2 +00 
dE ES J,(u,r) et 


5 L8 n=1 U, J (,l,) 


avec Hn > Jul.) = 0 


Problème de diffusion sur une cylindre : condition initiale et conditions aux limites de Robin 


n 


4J (ul, ) 
ul 


Cas n=2, avec condition mixte de Robin sur la surface, la condition en r se réduit à une 


condition de finitude : 


AT(r DT = D a rn Droen 
EE MO ër =0 
Or r Or Or 

CL. TI fini 

CL. a T2 D. emm =0 


CI. T(r,0)= f(r) 
Le problème est homogène et se développe directement en série ainsi : 
P,O) = J(u, r) = à Melle LA, Ir B Jo (u,l,) = -0 Mecht, rr BJ (ul) = 0 
H>H, tq au,Ji(ul,)=BJQ(,l,) 


æ,(f = j dz suit = 


2a 2 


sure He e ee 
GE E Sein. en EE? 


` LA sAda/rk Lie Säck 


LA" 


2ëiu, 


(8° +a Sec? 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas n=2, valeur initiale constante, radiation homogène en surface FE) =T, $ 


H => Hn tq Q H, Jı (a,l) z E (u,l,) 


A 

í L Jo (4l L-J (4l 
PO = fæ zU = Er (ul)? + J(u, } )= Kä ie E Ki (pr ein 
ER (u,z)= ACER (4, z)= T, Hn LA (u,l,) =T, LJ (ul) 

u, DN 
Comme T(r,t) = 2 Setn e A Jus d dz z f (2) J,(u,2) 
L, n=l Lo +a H, Va (ul) 3 
+ e A =$ Jo (4l) 
Se Se Unt & Un Jar) T 1.J,Cu,l,) = 2a T, S'en Jo(u,r)a H, Jı (u,L.) 
Le n=l p? +a’ u, Arr : Hn L. n=1 dë Lou, ET 

=> T(r, t) = Jo T, Den Jo (u,r) 


Eet (far E 


ES 2 
Cas n=2, valeur initiale quadratique en r, radiation homogène en surface EE 
H > Hn tq a Hell) LJ) = B Jo(u,l,.) 


E = (pe ap) EA (patu) 
Taz J,(2) 


ÉCICETEE Je: (tte 


n 


Recurs h Os iOS Lë 2°J,(2) = 2e) -27,2))= (El Acel 2227, (2) 


Dh, 
faz z Jo (z) = Hd LO. Van "17 a DÉI 2 Ge (4l) 
0 


l: 272 2 272 2 
fa z f(z) Jo EA = T, LJ, (ui Yu, L, a)+ PAT A Jo (LO) dë LT, Lac (ui 8 L, ch HI? LT, (u,1,.) 
0 Hn Hn 


+00 


2 2 ou] o(4,r) 
Comme T(r, t) = 2e ut H, Hn Ju z f(z) J df 


E (B? +a? u? Voll} 
=B Jo (unl, ) A 
Da oni DUD amd Gtd hu? -4)+ Zenn 
Le (8°+0°u Vol) Cie 
E (g (u21? -4)+ 2a 4,1, Vor) 
2 2 2 2 
E a (B° +a? u, Volu) 


>T(r,t)= SE Kë eeh Ee E e w Jr) 
Set I) u°)(8*+au Votul) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


orh 
Lorsque 0) = "lu n ), il vient immédiatement par combinaison linéaire : 


__ 2L S onal 7? 2a | A8 J,(4,r) 
Tir 2e , DE | "le un 


r nsi F 
e 
L, n=1 Le TO Hn LG) 
SE 2a .) ES 
L, n=1 n D +a H, V, (4,1,) 
aTCD Br, =BT, 
r=l, A 


Cas n=2, valeur initiale nulle, radiation inhomogène en surface 


On se trouve dans le cas n°2 où l'on décompose le problème en deux sous-problèmes, l'un étant la 
température stationnaire et l'autre un régime transitoire : 
T(r,0)=T,(r)-T;(r,0) 


| OT (r) CL. af, pio =0 
CL. æ : +BT,(r] =BT, - Or Sch 
d o CI. T(r,0)=T, (r) 


La régime permanent est automatiquement la solution triviale T(r)=T.. Pour le régime transitoire, il 
vient immédiatement : 


Lët? Sie At) 
—> t 0A J I = J, I T, r,t = e Hn 0 n 
A Un q Hn (4, D D (4, si ( )= L, > (8 +a u, Val) 
D'où la solution : 
2a pT — 6 u,?t Ji(4,r) 
>u, tq OG echt) BIEL) Tr, D=, - Ae Cp 
H Hn q Hn (4, ) p (4, r) ( ) j L, H (8° eu VU) 
TE, ren =BT t 
r=l, ` 


Cas n=2, valeur initiale nulle, radiation inhomogène en surface 


La solution utilise les résultats du théorème de Duhamel que l'on applique également dans le cas 
de conditions mixtes de Robin Application du théorème de Duhamel à la solution 
CL. T(0,t) fini 


La solution du problème "mo ICL. «7 Te, à) + BT(r,?) 


= Dou 


r=l, 


CI. T(r,0)=0 
est dérivée du problème à conditions mixtes de Robin fixées aux limites du domaine : 
T, (6,20 = P A)T, (7,0) 


CL. T „(0,t) fini 


C.L. a D BT Ar t) 


r=l, 


CI. T.,(r,0)=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Avec la solution pour Tw: que l'on a déjà calculée : 


C.L. T,„(0,t) fini C.L. T(0,t)=0 

Toa (r,t) ne t) 
GI: a DEI, BT An =B>T (r,t) =1-T (r,t) T(r,tKCL. a +BT (r,t) =0 
CI. T,,(r,0)=0 | CI. SE | 
H, tq au,Ji(ul,)=BJ;(u,l) 
at D ED e -6 uy t Ja (lr) 


n=l (6° +a? u, Voll) 
Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 
Hn tq Q IA (u,1.) = B J DO 


E 268 SE et (o. g 


SHEET? ale DT deg) | 
L o B°+au, Vu, (u,l,) 
Et par application du théorème de Duhamel : 
Posons 
norozi- Eer? - Jr) | 
L. n=l Lo + Un VATIS 
+00 2 

EE ge"? M (1-2) s H. ZE) 

t L, n=1 (8 +a Un Vo(u,l,) 


T(r.i)= [dap D Eden A 


spyd- po Ppr J (4,7) IEC à 
A n=1 e, "TO SC St (u,1l,) 
Ce qui donne la solution complète de ce problème à deux dimensions : 


2a PË su Hn Jahr) Su A 
z= Hn n A À Hn 
RES A 7 Hi | 


avec Hn tq Q Hd; HE _ B Jo (u,1,) 
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Revenons au cas ®© =Tt alors il vient : 


ADS l LE > Di (8° DATE "Ju, Sch Geste 
Cie KEE 
à ECH Ge a, (6° S Steen 

ee 
e DEI ke ln 
SE 
RE Go S S SS : E S Zei i DW ? TA 


avec H, tq Q Hd, (u,1,) z B Jo (u,L,.) 


Problème de diffusion sur une cylindre : condition initiale et conditions aux limites de Neumann 


Cas n=2, avec condition de Neuman (flux imposé) sur la surface, la condition en r=0 se réduit à 
une condition de finitude : 


Voir page 203 et suivante du Livre de «H.S.Carslaw.J.C.Jaeger-Conduction of Heat in Solids » 
(page 211 pdf) 


AT(r,t TEL =0 Tt UG) 
SG EE, eeh CARO, SG 
Or r Or 
C.L. T(0,t) fini C.L. TED au CI. T(r,0)= f(r) 
r 


On peut ramener la solution à l'addition des solutions des deux problèmes suivants : 
CL. TI fini CL. Tun fini 
r "a 
CI. T.(r,0)= f(r) CI. T.(r,0)=0 


TODT DIT) CL 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


La première solution est une solution homogène qui bien sûr doit comprendre la solution constante 
correspondant à la valeur propre nulle et donc se ni comme suit : 


"Jeu welt =" Ja.) 
a ju, = S = 0 


D tuten Z0- wk (e o) EM Cat 
H, H, LU, ! 2 


re-ie Det 4 Zi Tit il 4=fdrr pit 4,=fdrr fO Jar) 


U> L, tq J,(u,1,)=0 D, 0) =J (ur ) 


Car 


L. DIR 
í K r F 
Si FOIE — À, = F[drr Jeck faz le) TET ROST T 
0 n 0 n 
Avant de parler de la seconde solution, choisissons dans ce premier problème une fonction initiale 
proportionnelle au carré du rayon, comme suit : 
$ 


, r? L, r2 1% S e Ch à 
Si dors Cd DEEE SES Ge dance? (z) 


J (&)+J,.,(a)= rte sachant que J (a)=0 
a 


En vertu de faz zîJ (z )= a pale )+ +(v+1-4)f az zJ a(z) 
0 


[az J,(G)=a"J,.(@) 


Posons à, — HÄ = faz zJ (z)= (1-3)f az zJ (z)=-2a°J, la )< J,(a)+J,(«)= "Ate 0 
0 0 


f 2a, J LJ (ul 
=> fæ z J,(z)=—2a°J,(a)=2a°J,(a)= 4, = La ` = dn, ) 
0 21 a Hn 
Eo , 2 +00 
SS = 
ED ere DER a Ares 
Dans ce dernier cas on constate que le > net initial à travers la section r=lr est le suivant, même 
le flux net à travers le temps lui est construit de manière à rester nul : 


er oi 
Or Or (21, 


r 


l 


x r 
r=l, 


+00 5 2 
T (L, =1, Lps e lt Jr) — GH o T, (1,0) = — 
4 l, n=l Hn Jo (a,l, ) Or 2 


=] 


r=l, 


Fr 
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Dans ce cas alors la fonction construite comme suit : 
2 +00 5 
T, (L, t) 2 r L, 1 + 2 De Hn t Zu (u,r) > OT, (L 0) — 0 ôT, (4, D =] T, (1, 0) = 0 
21, 4 L, DE Un Jul) Or or 


Mais cette dernière de respecte plus l'équation initiale de diffusion par l'adjonction du terme 
radiale quadratique. En effet : 


Ted- f ES Aur) | ELE) 1806) 18 pe 2 417 2 


rt)= + -— 
2l, A Uz H, J(u) ôr? r Ge ôt 2l rl, 
aT(rt)} ÊT (t) a TG) LOr(r1)-0 


Pour compenser ce défaut de ee de l'équation de diffusion, il suffit de rajouter un terme sans 
dépendance spatiale et ae a au + Ce qui donne : 


2 2 
ON) Ce Ae Re T JG) |. OR EI) a E, 
Lo al L, L; J u, Ziel) ôr r r ô ôt L l 
Ee TN AT) Zait 


Le terme rajouté ne change pas ni la valeur initiale, ni la valeur du flux à la surface cylindrique. 
En conclusion de cette brève digression, il est clair que la fonction suivante : 


T ee Ee l De -8 u, s Jr) est solution du problème de diffusion 
| SE 


l, t JU) 

C.L. T,(0,t) fini 

suivant : AT,(r,t)- LET (r) C.. Ge =] 
r 


CI. T.(r,0)=0 


Remarque : il s'avère que j'ai un peu triché, même si le terme est un peu fort. Jugez-en, en 
consultant les pages 203 et suivante du Livre de «H.S.Carslaw.J.C.Jaeger-Conduction of Heat in 
Solid », on connaît déjà la solution. Toutefois il est facile d'avoir l'intuition du terme quadratique, 
sachant que le flux d'un terme radial quadratique est linéaire en r, et qu'il est facile d'y ajouter un 
terme temporel qui contrebalance le non-respect de l'équation de Helmholtz de manière à préserver 
l'équation de diffusion. Toute autre adjonction d'un terme radial de puissance quelconque, autre 
que deux, ne pourrait conduire au respect de l'équation de diffusion. Donc le choix est vite fait ! Le 
reste n'est que du calcul d'intégrales de Bessel. Et comme cela on s'épargne de travailler avec les 
transformations de Laplace, car dans cet ouvrage, j'ai préféré éviter les opérations de 
transformations intégrales délicates pour lesquels la transformation inverse se déroule sur le plan 
complexe (comme Laplace, Mellin) : une de mes lacunes sur le calcul des résidus ! C'est d'ailleurs 
pour cela que dans l'ouvrage je m'en suis tenu à des transformations intégrales dont la 
transformation inverse demeure une intégrale classique. C'est le cas des transformations de 
Fourier, de Kontorovich-Lebedev, de Mehler-Fock, Log-Sinus, Log-Cosinus qui toutes ont outre ce 
point commun mentionné, celui d'être construite à partir d'un raisonnement de séparation des 
variables. Certes les transformations inverses de ces dernières sont construites à partir d'intégrale 
sur le plan complexe mais qui sont rigoureusement démontrés par les auteurs, et qui ont l'avantage 
d'aboutir à des intégrales classiques, dont j'utilise finalement le théorème d'inversion. 


Revenons à nos moutons, la seconde solution utilise les résultats du théorème de Duhamel : 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Application du théorème de Duhamel à la solution 
T (r,t) 


C.L. T,(0,t) fini 
La solution du problème ÔT (lt 
C.L. Q.» Ian 


CI. T,(r,0)=0 
Tir, degt 


CL. T„(0,t) fini 
est dérivée du problème à flux fixé aux limites du domaine : 0.0 


Or 
CI. T,,(r,0)=0 


=] 


A l'aide de la remarque précédente sur la fonction limite la solution du problème à flux normalisé 


2 +00 
est la suivante Z e (l Dy 210 +I r 1 2 yo Unt Jus) 
w r l Fr 21? 4 1? Ce L, Jo (ul, ) 


r F 


Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 


riens Bhaal l AE a] 


r 


nn are? (26. le 52e -5 u,’ (1-2) Jr) cc 


a L, n=l H, SE o(4,1,) 
Et par application du théorème de Duhamel : 


Posons  F;(r,t-2)= 2(t- AR. dE 1_2 Setn ea) Jul | 


L, 4 1? n=l H, Jalu.) 
o 28 , 20 < 2 -6 u, (t-A) J,(u,r) 20 260$ ; ,2(+-2) J,(u,r) 
F, (r,t AS SE e" Dy = + e" fe eg AE 
t | L, "I n=l e L, L D Jul) 
T (rt) = [aa F, (r,t-4)>T,(r,t)= Ze EN Ee Jour) || [a ei (A kein? 
L, n=l J DRAI 


Ce qui donne la solution LE du pie à deux dimensions : 


u, > J (u,l,)=0 A -farso A -farr folur) 


aniy Talar AUD ja pa) Dë jan SE 


L, L n=l J GES L, L, n=l Au 


T(r,t)= 
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Pour un flux constant égal à 1, et une i initiale nul, il vient : 
1022222 ein" #0\Pn d dn fare Ö Hn "Lë. BC J(u,r) La d 
sl ) 


EE RSR e Ce 
GE 
SE a S En J Zus Gah GË ` 
tal ect E SES a P F rl) 


Avec un flux Fo constant, il vient : 


26 S -6 u, t Jir) r) 
T(r,t)=F, l m Hn 
GE 1 ne LG SS GE PEAR 


On retrouve bien les deux solutions données dans le livre de  «H.S.Carslaw.J.C.Jaeger- 
Conduction of Heat in Solid » des pages 203 et 204 (à part une substitution dans la première Fo- 
>FyK). 


Problème de diffusion sur une sphère: condition initiale et conditions aux limites de Dirichlet 


Cas n=3 : sur la sphère le problème de diffusion sous forme séparé s'écrit (voir page 233 du Livre 
de H.S.Carslaw et J.C. Jaeger, Conduction of Heat in Solids) : 


AT(r 9-2 T0 la "rn Droen 
gen YO, u’V(r)=0 WO ay WA=0 Pr, A =rTr, N =V rW A) 
r r 


CL. TO. 
CI. T(r,0)= f(r) 


La solution est donc à rapprocher de la solution particulière sur la ligne avec une première 
fonction limite nulle : 


Finitude T(0,t)=0 | 


C.L. Y(0,19=0 
+T(r,t)=0 CL. YL, =L pÅ 
CI. Y(r,0)=r f(r) 
En s'inspirant des calculs réalisés à une dimension, il suffit de diviser le résultat par r soit : 


T(r,t)= = Ye" ‘Si Er feros" géi nôn( p faa oer? 
r 1. j 


P (r,t) 
ôr’ 


r n=l 


nm 
avec uU, = — 


l 


rF 
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Cas n=3, valeur initiale nulle, valeur fixe en surface 05}? Gul, 


T(r,t)= ARLS Sa De KO en" 
r 0 


rl 


r n=l 


Ge? e? U, A d S A g le u, t 1) 


n 


“UR aas or DS sn" fe) 247 SCD" e. LL SC Ee su J 
n=1 n n=l 7 


r FT n r 


F ut — n 2 n n 
sl CE D r= > 2 Sk dÉ E D g dk A 


nT = FT y 


QT. +00 | n H 
T(r,t)=T, + LES Let sl avec js 


mrg n l 


r 


Cas n=3, valeur initiale nulle, valeur linéaire en temps en surface TORO DOS 


T(r,t)= Zi 2 n(-D'e°# rsa Er) Í dA À ei? 
r 0 


r 


T(r,t) = 2 Su, Dre m“ Sin(u, cl di À ein"? 
0 


n=l 


6 ur Defi" + 1) 


c 2 Ast 
faa Aen": e vu. A- Dein i zl 
| we 


(6 2°} u?) ) 


T(r,t)= 2 T, De sn e aiser 


Fr 


21, 8 (D ar 21? GE a. NEEN TR Ds ne 
Tt ` dk Jk Se SS Sin Ta > e leren 


FT vi H n pu TT" ô À 


Comme fa 2 su SL) SE SE D sl zk SE D's SE Ji 


KÉ E 


i ET 4 +0 n E E 
et [ee "cl z) = =y Bä 7 SS da Des dr r) = p L, SR (: L, ) 


r 


d r n=l 


2 2 3 4o n 
PE A) = E D el! Sin e r) avec u, = 
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Cas n=3, valeur initiale nulle, valeur sinusoïdale dans le temps en surface 

F0)=0 9,0=TSin(oi+s) (calcul d'une onde de température): 

P,(2)=T Sin(o EEN 

267 T, + 
rl 


T(r,t)= 5 n(=1)" e?” KO Sin(o À + &) e?“ 


r n=l r 


T(r, t) z D >: u,(-D'e* “m Sin(u, A dÀ Sin(@ À +€) e? uA 
0 


n=l 


œ Cos(E)-Ô u, Sin(e) +e? NN (Co-wCost +e)+0 u, Sin(ot +€)) 


dà Sin(o À +e) e° "7? = 
l i l o +8’ u, 
207 LT. < Ô nr Sin(e)— œl, Cos) Gite + ol Cos(wt+e)-ô n'n’ Sin(wt+ €) 
T(r,t)= z 1)” n Sin(u, A ) aT A 
267x IT & nn: œl -Cos(ot +e)-ô n°r°Sin(ot+e 
Ti, = T (1) n Sin( sl f í 2 - Zeie? ( 2 + 
CE ol, +6?n 
2 2o > -ô ut 
, 207 LT. < RTC p” Ee j l n T DE GE “Coste)}e Bee CAT 
ol +n nm L, 


Cas n=3, valeur pen E valeur nulle en surface JOST P 


-6 pt ` (nz CD 
Sin SCH CRE PT, faz z Sin z |= r 
ri ga l e l KÉ 


T(r,t)= 


r LA 


+00 


` (ut -ô ut 
T(r,t)= a LSL Die SÉ r) avec E 


2 pr n I l 


r 


Cas n=3, valeur initiale ga o nulle en surface FOET, A SA p(t)=0 : 


RE Sech (1, EK 
Sg n=l L, L, 
1 
lech ed 27 Jä Ce bg bag A EI 
L, nm 


0 


+o -Ô Hy t 
zial. 8T., san al BC r) 


ra’ it) I 


T(r,t)= 


P 


nm 
avec uU, = — 


l 


p 
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Cas n=3, valeur initiale De valeur nulle en surface Ju) Säi g ) L p0=0 S 
T(r,t)= E LES ent "Si NE Je BI -=z LES 
r r nal F Fr 
L, — 
fa BI GK z] = se S D 
A L nT 
TI ZS oua CD" D” 
T{r,t)= ——= faa Si 
(z ) ra? De n° e d L, r) 
HA 
avec H. SS 


r , valeur nulle en surface ?2©)=0 : 


T(r,t)= Ie m“ Sin (= rje Sky R "dr, 


Fr £ 


Et 
NEE Ing LE pee APT 
Tfr,t)= = Se #6, Sin —r|=#e * Sin —r 
FE i L r 
nm 
avec uU, =— 


d 


— af) _ _ 
Cas n=3, valeur initiale UE T. | 1) valeur nulle en surface p(t) = 0 : 


T(r,t)= H, Ser Ok r dz zle SET dk 
rl 


r n=l Fr F 


Lu z (eero d" z) -L ‘al nm cht ee +n°r°(2+10) 


` nz (n° D "ue 
EE ona L E D oi Ami 2(2+1&) Ins 
EEN 
nT 
avec GRT 


r 


pet) 
Grieser" 


Cas n=3, valeur initiale À , valeur nulle en surface Gd = 0 5 


i EEN di Beer 
ne: Uae ("hnr -2a +a?) 
(n? m "teil 


Afs -o p nl Stee -D hr? -2a +1 a?) {nr 
di + à i (n?n? +a) gi L, d 


f Joe. (AT 
fa z e“) Sin 
A I 


r 
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T, _O<r<b 


We b<r<l, 


, valeur nulle en surface 2 ()=0 . 


+00 S b 
T, Dre "Sin ME faz Sin Li 
l L, A / 


r n=l F 


b 2 
fdz z Sin TT, = ` z| Sin IT 3, TT } Cos rr, 
A L, n'm L, L, L, 


AAEE RE nī nī In 
T(r,t)= > ;—| Sin b 7 b Cos TY Sin T 


rT n=l n r r 


Cas n=3, valeur initiale 


T(r,t)= 2 
r 


r 


nm 
avec u, = — 


I 


r 


2 3 8 
Juli rr Tur +B valeur nulle en surface ?20 70 : 


+00 1 
T(r, t) = 2T, Kë e? "al ‘| dz zT, +T z+ Le + Ee ) SE z] 
0 


Cas n=3, valeur initiale 


r r n=l r e 


L 
je Arena ne) Ea- Atn, +A TAa) 
0 (o 
Aon z A 1) 
nr 
1 ( 1)" (2 vie" 2) 
An = 3,3 
um 
LL 1)'nr(n°x° — 6) 
An = 44 
n'r 
1°(24-(-1)(n°x" -120z +24) 
Az, = 5 5 
um 
T(r,t)= > Se e +T An TTT BE r) 
r n=1 e 
KÉ 
avec u,= 
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Problème de diffusion sur une hypersphère: condition initiale et conditions aux limites de 
Dirichlet 


Cas d'une dimension quelconque n>=3 : dans ce cas la condition de finitude en r=0 coïncide avec 

la valeur nulle en r=0, condition de Dirichlet température imposée à la surface de l'hypersphère. 

AT(r,t)- L A Len 0 a Tropen TCW OST (+ E TOUA An 
r 


2-n 


U(r)xr ? Bo Auch 85, an) W(t) x e "ni 


2 


C.L. T(0,f) fini 


C.L. T(L.,t)=Q,(t) spe AJ, (are BY (ur) 7, |Z smb) vd: mai 


2 2 


CE. ee 
n=3>U(r)x— = (4 Cos(ur)+B Sin(ur)) 


La condition de finitude en r=0 impose d W les développements autour de z=0 : 


+8 °W(t)=0 


se 1 EN l z Div uz ) z cup) r zs 
"TT rv Ai +1) d A0 ui z 2 4(v +1) 


= Z 1 de 1 u 
PE alarar? | | z N j fini 
EEE MAC 
2 2 
2-n 2-n 2an 2-n 
r? VS ar)e SEN SÉ 2 Y ( L— 
EE TT 2 r>0 E 


2-n 
>U(r)æar? J, (u r) également pour n=3 U(r)æ 
EH 
On peut ramener la solution à l'addition des solutions des deux problèmes suivants : 
CL. T(0,6) fini [CL Tt fini 


T(r,0=T,(r,0+T, (r,t) CL. T(L,t)=0 CL. T (L,t)=0(Ċ 
CI. T(r0)=f(r) IC T,(r0)=0 


La première solution est une solution homogène qui se développe à l'aide des fonctions propres, 
solution d'une équation différentielles cylindriques : 


ta ZC GE 0 WEE 3 2r) 2V (r) 


ro rene ro i] n 

T 2-n\n ©" hf = Zu 

r ? V'(r)+(2- n)r aige | > jar |, Frot S d our "re 
Eyar? 2V'(r)+r OG r Ka St 


TE DEEN Le re! 42, sante St AN Dauner s, (u 


2 


r) 
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Les solutions composées de fonctions de Bessel sont orthogonales entre-elles pour des valeurs 
propres différentes, car elles se présentent comme solution d'un système régulier de Sturm-Liouville 


où p(z)=z, w(2)=2, s(2)=(n-2)/(42) : 2U" (2)+ zU'(2)+ mez [z - d Lo Së 


Il vient par conséquent une solution développée en série de fonctions propres aux valeur propres 
données par une équation transcendantale : 
+00 > 
H > Hi tq Jn- hn, d )= 0 T, (r,t) = 3 Be" SR r 
l=1 


2-n 2-n 
2 


Dir) D,(r)= EZ Stee, D,(,)= 0 
2 2 


A 1 
(D,,(r)P,., (r) = farr de D, (r O (r)= far RI ea (u,,r)= O si lzm voir ci-après 
0 2 


2 


© 


2a , o. A 
> dh, "lei SE Lo, cl E och is sr) m ) SE Gone SE DA 
2 2 


2 2 n,l 


Relation de récurrence J, ee fekt 
2 
Le calcul de la norme des Die propres se fait comme suit par le alcal classique : 


O va eu, euU, (7)=0 


SE Jil (ua) 
O) Upe) EU del ale 
> £ AMO MORMO MAO) TEAMO MAO NETA, 
> BER EE ru, O0, Cut - 2°) 
elt? - | dr ru, (FU, ct ert, eU, It. 0, ll 


l, 
Orthogonalité si eu, far rU, (rU, (r)=0 
0 


SCH 9 u, b AO DE Kl RS CA oj 
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Mais comme l'expression du produit cartésien conduit à une forme connue d'intégrale indéfinie de 
fonction de Bessel, il vient : 


L, 1 2 
Kl (o = far p (©, (r))= far Ju (ur) 
0 0 2 


Or [ar r (J, CA = 


ar -3, Aert, (ar) er A. (ar)+2,.(er)= (ar) 


À 
deck —J,(gr)+ 
qr 


N 


erte Zare WR a PA r (E Jr E kuer 


1 2 n-2 
PO = Jo dall = (PR TJ, (ur) UE 3 j 


0 
On retrouve ce même résultat en revenant à la manipulation initiale, soit : 


Lu vlt, GP >% Tat (r) OU, (r) U, (r) U, 2) | 


Or Ou uor 


Or = Hn-1=2441  U(r)=r J (ur)= J (ur)=r Ur) 


À 
Puisque u Wa (u r) =r GE (u r) => ur’ a D =r m Ya D = aru (r)+ ri Us o) 
Ô Or Ou Or ôr 
=> ur’ Ge e) =r} AU (r)+ Ee (r) = E e) = AU, (r 710 
Ou S ôr Ou K ôr 
2 2 2 
Gs O) U(r) S eu, (r) $ ou, OÙ Lei Ge Ô SÉ K 22+1 OU), ut) 
Ôrou Or is or ôr r Or 
2 
u AA, SE + À ou, (r) f 24+1 OU, (r) + vu = {> ou, (r) + 7110) 
Ôrou Or Or r Or ôr 
2 
ge ðU, (r) oU (r) To. U,(r) _1 oU (r) S GO), 1 SE OE OU), zu) 
Ôr ôu S Our u ôr ôr É u ” ôr 
22+1 OU, (r) OU, (r) SE, (r) au) F OU, (r) 8 24 OU, (r) 

U = U — U 
SE e(O) 2u e, ralo, 
unua 0 284) (ur) 

ôr Ôr r 
ðU (r) OU , (r) æU, (r) 1 (aJ, (ur)\ A7 
22+1 D D u Z 2 SE À J= 
OO o OE SEH rh 
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Dans le cas qui nous occupe avec des conditions aux limites homogènes de Dirichlet, il vient : 
Jin RAR 0 => MT AE UT n-4 (ul) ou bien HAT Dm n (MAT 


2 2 2 2 2 


J, (u, Ai 


2,7 1% 
bp. o = S EF SE UE ou bien o (| = 
0 
Le développement en série de la solution est donc : 


2-n 


Produit cartésien (f(r), g(r} = far r" f(r)elr) gelr)=r 2 J, (ur) 


2-n 


L 2-n A n 
U> H, t4 Jo (ul, )= 0 As [ar r" f(r) 2 Lu. cl [ar PR (ur) 
2 0 0 


D ge aa (sr) Sa o a AT 
> f(r)=<r 2 SA — ele X e“ 42 
L l=1 Jn Hit, L l=1 J, Hral, 
2 2 


La seconde solution utilise les résultats du théorème de Duhamel : 


Application du théorème de Duhamel à la solution 
C.L. T,(0,t) fini 


La solution du problème T (r,t) C.L. T (L,t)=ọ,(t) est dérivée du problème à température 
CI. T (r,0)=0 


C.L. T „(0,t) fini 
fixée aux limites du domaine : T (r, 4,t)= p, (AT, (r,t) C.L. T (l,t)=1 - Avec la solution 


CI. T,(r,0)=0 


pour Tw: 
CL. T,(O,t) fini CL. T(0,t) fini 
CL. Tast >T, t)=1+T,(r,) TC, T(l,t)=0 
CI. T.,(r,0)=0 CI. T(r,0)=-1 
Lui 
de Ju, Al =0 Juris, Jon, ck: Í Es (z) T,(r,0)=-1 
2 Ge) 0 
L 27, (u, 11.) 
Comme fez“ e| zale) GI Te zJ, MOTTE 2J (a) + jar, ll 
"e Hi 
a he Ve r) 2-n + +0 Joz An r) 
Soit je 2127 EE 2 "Zi 
H, DI H. Ze H. Ss (u, A ) 
2 
TA +% Janus) 


vu. 2n A 
> To (r,t) =]1- dw 2 e Hna t 2 
| 2 Hl, Haal, 
2 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 


7 SE +00 J,- saar] 
kpi Jul )=0 T.(r,A,0)=@, (A) 1-2123 7 ? KÉ Su, pt 


S ad E W H $ r E H, J, (u, Fi ) 


Leg Ji (ur) 


n ns 2 Sg 
> BLL ES EA 1-212” Fe? Se "äm (=A) 2 


l=1 Hl, Lu, A ) 
2 


Avec les intégrales indéfinies des fonctions de Bessel : 


o fær Oa rfen Tester. ll 
(2) faz zJ D=- o]v +1) (ER e fdz, (D=, .@l+vfd Je 
G) Í dz J,(2)= D. Jia 


(= f de zl hrl nil, 2 fasa O> f &J,3@= DA nl.) 


0 


(D et (5) > 4,,= 4,19, (hnl, )+ (n- pi CHE 
2 k=0 3 
Et par application du théorème de Duhamel : 


n 2-n 2 Ji (ur) 
Posons E(r,t-A)=|1-212"r ? KS eg 5 tas (2) 2 
l=1 


HT n Lu, A ) 
2 


3 z 2-n SE 2 ) Jn-2 (ur) S 2-n Le , 7 ) Hl, (ur) 
—E(rt-2)=-2612r2V pe "TT ri GE Te Yet mo 
ot | H Hl, Haal, i=l Jn Haal, 
2 2 
2-n Ae Daul, (ur) t d 
T (r,t) dE F,(r,t-2)>T,(r,t)=281,2°r F2 eo tit S / aaner" 
n Hi r 0 


2 


Ce qui donne la solution complète du problème à n dimensions : 


Ji (ur) J a2 (ur) 


2-n 
SEE E Lo 2e Deh nr ô upy A 
T{r,t})=r 2? ECKE +612 e°°" ma X dà ole" 2 
( ) e E d Kat Si j 1? H Hi (u l A Kä ) Er Fo 
2 
SE +00 5 Jr) n 
T(r,t)= D ee | AO dA p (4) 
ee mn Mee 1 Gel gl 
2 


avec Has > Jr o (tl, )=0 4 = farse 


ES ) 


ne? 
2 
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Exemple : température initiale nulle, Température de surface = Ts : 


Se 2 J,- (ur 
285r 2122 ama Lo 1) 
T > Re 2: ; J, n, l ES 
(r t) s a? 2. AA) Ce Í (u Ir 
2 
de (ur) | de Don) 
T(r,t)=T, : A E"? - 


Comme 212 dier EE 
A Hl, A.A, 
2 


2 
-Ô Hn t 


H SEH e avec HA STAA d 
=1 nl H nr 
2 


2 


2(INT E Jar) 
= T(r,t)=T. 1-2f2) 2 
r 


Se avec n=3 , on retrouve une formule identique : 


H- on i 
= Sin(x Fe brie An nn än) 
H 
IT 


avec n=3 a a brach 


Kë Je )= {Sin(x) — xCos(x 


EA = {Sin(x)- xCos(x NET Wa 2 Ux)=(-1)" 2x 
Zeg 


: 2 l Eie Suwi 21l a ı Sin( ur) ET 
P T sg Cal r 2 Ke T{r,t)=T 1 7 1 I Ce 
uisque (r,t) S T e H SE FS | > (r ) d E S Zb ) I e | 

A noter la valeur de la première intégrale : 

fa ZE, (z)= |z” “ol (e= Jo SE )= a” J, la ) 

8 Aiii n v+2 a 
ST, “far, tar) fe 2 J e)a fese” Jula) ) 
GES 0 KS & 5 a 
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Exemple : température initiale nulle Température de surface = tTs : 


SCT E 


2 
Dau! 


i 2 LS 2 5 2 ôu 
Comme fada ae"? = >e Geet E eg = 
0 0 


Le mT Le TE 


21 DE — 2 5 uppt Talar) 
= e ) ô 2 CS SS le) 
2 
2-n +% JU) 21 SN 406 su ? D) 
T(r,t)=tT x212 r? 2 r s l- S m) 2 
Mo D PAU) ô A S a Taal) 
14444244448 E 
LR) SS Dë Jalur) 
>T(r,t)=tT, Do RA l- SH ) 2 
ô WE H. Al, A ) 
2 


avec H, > Lalin) 0 


2 


Pour simplifier l'expression et trouver l'expression du terme non temporel, il va falloir calculer l' 


intégrale de Bessel suivante : 


1 H 
Calculons I, = [ar r? D E bre r) Posons & = l,l, z=u,,r et J (œ)=0 
0 


Léi D we LG Sek GU (v+1- À J| dz 27 y J,.() 
fæ 23, e) Bae) a-v- e-a- ad 727,0) 
Posons =v +3 > | dz SJ, (2)=[ "7. (z)+ 22°%2J,(2)]-4(v +1)f az z“ J (z) 


=> | dz z? dE E LG 2_4(v+ Uu Gi Kee GU 


SS Í de STAA. ala) +20", (a)- a40 +D, (a) Ale ava Een 

> Í dz rtl la" 9, (a)-2a”J,la)=> Í de 22 zl (2)= aere aa Ta) 

alé A -4 "lte Abu 21. Jelr2olloel-z SS yale z (z bg 2 (2) 4(v +1) el 
| 

re gs 5 Ch 
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L'expression de la solution s'en trouve légèrement simplifiée : 


T(r,t)= T. An ab | +00 "o (ur) A 21 bre re — VH er) 
2n ô L Weil gl E ô l=1 tni 7, (us) 
1444442244 #4 43 2 
HE 
E Ke +00 Ji (ur) 
>T(r,t)=tT, + T, D 1? )+ 21,2 p? T, E 
2nô ô I= Una J, (ou, Jl 
2 


Pour le cas n=3, c'est le résultat déjà trouvé : 


= Sin(x) Z > Tr (u,r)= A (ur) Se S Sin(ur) avec n=3 Wp > Sin(u, 1, )= 0> y, = Z 
a e \ m ur 
J e )= {Sin(x)- xCos(x LU => A1 }= {Sin(x)- ca)? => (Ir ÈJ, (Ix)=(- 1) 727 
d 2 
2, J, 


(ar) 
2 


S- 
212 Ges < -6 u, jt 
r T n, 
)+ ô es ` fai daah) 
2 


T 2 2 
P D =tT E l 
uisque T(r,t)=tT,+ a Lk 


ët 
e Noble E éi 
SUE Ge SC SM Dee Ge 


Exemple : valeur initiale fixe, valeur nulle en surface TPS PASO , solution que l'on a en 
quelque sorte déjà calculée et qui redonne l'expression trouvée pour n=3 : 


1 n (GA. DA 
Di, dlkp A =T [dr 3, (u, r)= —2—— 
2 0 2 H. 
2" Jn Lu, D T° Jn- (unar) 


J 
2 


DEN E afi 1 GET 
T(r,t)= A LS Tr, EE , 
k ) E Le AR Gë r 2e PA TA) 
2 


2 


Casn=3 T(r,t)=-T, 2 1, o 1) Silo) go Hit 
TITI l 
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2 2, 
Exemple : valeur initiale quadratique, valeur nulle en surface FE nl, z ) L p@=0. 


T ! n p J (a) 
Hi > E hn, iL )= 0 -A= afa ch: -PV (u,r)= 2n1,2 — 


SE ER Hna 
2-n A. Il Ss del 
2 


n= 3 > J n- rm, r)= J Je j= q SE ) avec n= 3 Hi > Sin(u, Al 0 > Hi = 


3 
x? J, (x)= {Sin(x)- xCos(x Ei Ux} : (7) )=(-1) "2x 
2 


eh l-1 
T(r,t)= a LS gent CD / EE H, sa 
mra L, I 


r 


Exemple : valeur initiale linéaire, valeur nulle en surface / (= LL cl euni: 


l n 
Has > Saa BC 0 A fa far rl, e. Jun v=- Q= Hl, Z= Hp" 
r 0 2 
5 <= 0 u,;t Jar) T e f v+l v+2 
= T(r,t)= ` 2 ' A F ( mn: et AT erg RACE Z JJ, (z) 


r 
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En calculant des intégrales suivantes : 
Ach A el HCH ste Ais MH t-s Adel ZE (2) 


leier (E ANA eier" 14e) je 221,0 

fa 2 J (e)=27 Jet, R Ly Let. (a)-J, Jet Laf. 27 Jet, e je. ep. (a) 

er à PU Ai ns 

J= 2° {+ À Je ee), eh. elt 

2 eege n 

= [az Al Seet Var v er (ed, (2 rar del ln ein (0) 
-z tte Je ea sielen f EDn, Aen. ell 


a 


= elen Ze fie H, (a)- (2v a Se +1)H, Je) ep. Jeff 


Pech 


-v-l ,v+l 
Récurrence H. Lol- EU H. Joel EE 


= 2(v +1)H, „(a)- aH, (a)= aH, (œ)- 2ra 


hb v+2 =2" ali v 2 (04 vV &j=\V a 7 SE 
des E Jet +3 Put h20 +1)a H, (a)-(2v +3) a H, (æ) CAN) 
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On arrive à l'expression de la solution : 
v+3 
TL 


À, an je D Së Lu 9 fa (a Zaire IS (z)=2" Je, + Je J, Jop. (a) 


0 


Jn (unl, In. (u,1l,) 
2 


v+2 ES 
=> A T T, ` +2 2” Jor, lo dein jet: a" fit) Z n+2 
a” 2 2 Hui 
SZ e H. ; Lu, A n-2 (ur) 
=> T(r,t)= E i dl Ben 2 Fe 2 
L, 2 Wel Hna 2 J, Lu, Al 
2 


On retrouve l'expression déjà calculée dans le cas de la sphère à 3 dimensions : 


Cas n=3= J, (x)= Sin(x) Z H. (x)= 8, (x)= Z0- cosl) Hz ES ul, = lr 
2 


2 2 l 


r 


trit Ci) Nr aE 


zV2l1+1 
1 2 2f 2 
H (Iz)=>.|40--1})> H, Qir)=0 H,((21+1})=< 
As: CN) gelt n (ede den 
ez : H (Cr e)s À Ok r) 
File Ra TO) ei 2 S Sr 
d dr 1=0 CI, (21+1)r 5 
L, S | J,((21+1)r) 
r 2 
TJ el DE r) rI Do 2 (Q1 1) 
T noirs -Ô tg t r T = 0 tr e $ & + 1)T 
Fe ES GHD T = Feel) d KS 


n—2 


fo) = (Z) Jour) ginn 
r ES 


Exemple : valeur initiale de Bessel , valeur nulle en surface : 


DEN 


f(r) e (z) Í Je) Hu tq stat) 0 
2 2 


2 


M2, eF B 8 
Sé | de breck dë | ; SS teg EN | dltch A 
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Problème de diffusion sur une hypersphère: condition initiale et conditions aux limites de 
Neumann 


La solution est construite à partir des mêmes fonctions propres, limités aux fonctions de premier 
espèce pour respecter la condition de finitude en z=0 : 


AT(r,t)- E 0 Tir =U(W(OĄ=>U"(r)+ engen +u’U(r)=0 ca) +6 u°W(t)=0 
ô ôt r ôt 
C.L. T(0,t) fini teer dou toer 
T(t SE? 
See EE J (ur) 


CI. T(r,0)= f(r) n=3=U(r)x Ge Se (x)= Est + U(r)« Sur) r) 


2 
On peut ramener la solution à l'addition des solutions des deux problèmes suivants : 
CL. T(0,t) fini (CL. T,(0,t) fini 
OT. (L,.,t) OT, UH 
Or 


T(r,t)=T, (r,t)+T (r,t) C.L. D C.L. =@,(t) 
r 


CI. T(r0)=f(r) |CI. T (r,0)=0 


La première solution est une solution homogène qui se développe à l'aide des fonctions propres, 
orthogonales entre-elles pour des valeurs propres différentes. Il vient par conséquent une solution 
développée en série de fonctions propres aux valeur propres données par une équation 
transcendantale : 
2-n +00 g S 2-n 
db. cl D, , (r)= r 2 JA (ur) T, (r, t) = BR, 13 Be" ES r S cs (ur) 
FA KS 


l=1 


dJ „2X 
Relation de récurrence J, ,(x)+J, (x)= = J, (x) Dérivation 2 = JC) = J: (x) 
z ` X oz x z 2X z 
o-n DJ p-a (tnar) 2-n — Di = n 
d, tir) ll : Z + r es (ur) 7 Hna” S TJ, _4 (ur) gs (u, r) F r Jr (u, LA 
dr 2 E 2 Jr 7 z 


= D, "ir = TAN (uch r? (2 = DI (ur) P, (1) = 0 
2 2 
>. pas Los )+ We (2 = n)J (ul, ) = 0 
2 


2 
Relation de récurrence ui, 1,J,_4 (u1, )+ (2 — n)J (ui, ) = Dall, (u, 11.) 
2 


Kë n-2 
2 2 


u,,=0 valeur propre nulle 
D(L) s 0 > DIE (u1, )+ (2 ES n)?, (un, ) Ke 0 => Hard n (u1, ) ES 0 > J- (u, il. ) = 0 
3 ; 


2 2 á 
2 


2 


L A 
KU GL, ch: far rD, Jr, Iris far rJ (ur E O silÆm voir ci-après 
0 0 2 


L L n 
Kl Ob = (D, DON (r)) = [ar r LU GIF Valeur propre nulle lf OR = [ar SE ` 
0 0 
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Le calcul de la norme des fonctions propres, de valeur propre non nulle, a déjà été obtenu par le 
calcul classique : 


2 
2 LE (5 d 


D, fe Jo =| 7 2 2 Wn, 
| 8 o l | 1) 2 Lu, P "ech d as) 


0 
Dans le cas qui nous occupe avec des conditions aux limites homogènes de Neumann, il vient : 


2 2 

, 7 Cr d (AE) (5 | 
ET 2 l 

n,l (H 2 (uni j "eu Hit, L Lu) 


D: (L, )= EZE rh )= LEET A 


2 


| D 


nJ, (ul ) 
Autre relation de récurrence J (u, )+ SE A EE = (u, Eë )= =J a2 (u, Il ) 
KS Ea Hits Se 


—2 
Ee A SE 
Hi 2 24,1, ras / Zu, 


E KE 
1? 1? 
= pi SS 3 SS Ju il, P+, de, d F 1 l S 


Le développement en série de la solution est donc : 
2-n 


Produit cartésien (fr), glr) = far r"lf(rhg(r) glr)=r 2J,, (ur) 


de L, 2-n 
H>H, tq PARA 0 4 el r" f(r) A, = far r f(r) ` Sek nl -far T r)J Teali) 
2 0 0 2 2 
à SA J, SU D 7 D se Se EUR) 
2 2 ELA ffe: -Ô ur 2 
on dE Af ` Ze e e 


Le cas d'une fonction initiale ne conduit à une solution triviale, en effet : 


L 1. 
r D n =). 
Hs t4 J, (u, 11, )= 0 4= T| dr r"! A= da LE: (ur) Posons v = GC a=u,l, z=u,,r 
2 0 CH 


l, n v+2 a n 
keler delea Ones eege 
0 RS Q 0 a n 
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Étudions le cas d'une fonction initiale radiale quadratique de la forme r°/21. . 
ON n 2 
Calculons Á = [ar DOE 
d 21 


r 


ji (ur) Posons Oz Haal, Z= Hna” et Jya (a)= 0 
DA 


v+4 a 2 


Gi SS EN RA JER fiv = 


WW 21. a*t 


fa zJ 1 Ee Hal Git (v+1-1) ) 4 2 SE 

(o) Prae 0 -v- 027,2) - a-r) 2227, (2) 
Posons 2 =v +3 > [de 2°%J,(2)=[2"9,,(2)+ 2227, (2)]-4(v Df de 2°, (0) 
> faz NOT (2) = Gi (z — Au + (lu (z)+ SE E GU 


> Í dz 2° J,(2)= [a ®J, (a )+ 2a? (@)-a"*"4(v +1) 


v 


fæ zîJ 


el sa), Ael-3 Aei 


E 


> [az are 207, (a }=—2a"*J el 
0 


12 v+4 I ; 1 l i I n+l 
A SES r Së r = n+ = Ë 
1 TPE J (æ) R Jap) Ao SE SESCH 
n-2 Ji "= Jn-2 (ur) 


Di (ur) 12 
r? lL n SM: Gin nl. SE Pr Ze 
Ss Ar 7 T, 2: r nl 
WW 21, 2 n+ 2 Š L H os à É SS Sr 2(n au 2) S l, l=1 7 Hai Jaa (u, Jl 


2 2 


On peut alors affirmer que la fonction suivante est solution du problème de diffusion normalisé: 


n-2 hs (u r) 
ntô r’ nl ak ) DSL Fa . 
T, r,t) = + nl, j 
(r,t) 2e Bb) 


2 


C.L. T,(0,t) fini 


18760 iy dor ST 
Or Ké or 
CI. T,(r,0)=0 


AT(D =] 
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Si la fonction initiale est de la forme TO(1-r°/lr°), la solution à flux nulle sur la surface est la 
suivante : 


SS E Lu, GE (ur) 


r? a es, e a Are "o 
e? A | D ) n+2 | | H ) 


2 2 2 
y r r l=1 Hn l Jn- (ul, L, r l=1 Hna Ji) (uil, 
2 2 


2 
2 


I Hai Jn- Lu, Al 
2 


n2 J, Una 
2 4 l 2 e" -8 u, jt ral g ) 
STC) em) 

n 


> 


La seconde solution utilise les résultats du théorème de Duhamel : 


Application du théorème de Duhamel à la solution 
C.L. T (0,t) fini 


La solution du problème T (r,t) CL OT, (20) | ou) est dérivée du problème à température 
a Or 


CI. T.(r0)=0 
CL. T (0,t) fini 
ôT,» (L. H t) == 
or 
CI. T „(r,0)=0 


fixée aux limites du domaine ` T (7,4 t) = p(T (r,t) CL. 1 - Avec la solution 


pour TL définie d'après le calcul réalisé précédemment : 


Le J (u r) 
2 2 2 4 2, n-2 Un, 
ones ` 2 S B De Oe SC 
Se 2l, 2(n + 2) L r l=1 Hna J a2 (ui, ) 
DE 
Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 
Las J,- (u r) 
ntô r’ n NONE $5 su, Gin 
u,, > J,(u,1.)=0 T,(r,4n=6,(2 +L H ee 2 
j / g ) É L, 21? 2(n Ss 2) 1? r l=1 E (uil, 
2 
in TJ, _ (u, r) 
mir Ale r’ n HOER su,7(4-2) | 
>T (r,2,t-2)=@,(7 +1 r e" Du 2 
E ) ol L r 21° 2(n E 2) 17 d 


CH E Lu, Al 
2 
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Et par application du théorème de Duhamel : 


2 ge g sr) 
Dome Ein äi HÄR g T ek erh 
l, 21, 2(n +2) L, À Weg Hi J Lu. Al 
ES 
E +00 Delta) 
LR ça Et ETES are tait 
S L, Se. ~ Uar Jaa IA 
2. 
GES Ji Talig: r) 
© " , 2ô L E = 
F À) = Hn, 
Ra do T De EN H e SS SC 
ro 
T9 = Léier) LE e,t- 
8 d ôt 
L, 2 re LU r) 
T dà o À ee Ja dà E? Ô Hna 
ES a i | A d 2 SE SE ( Gi À 


2 
Ce qui donne la solution complète dil problème à n dimensions: 


(ur ) 


HS Han t4 let )= 0 4,- fa r ffr) 4, = far Pi r)J n2 
2 2 
EE Jar) 
ies -Ô Huit 2 
ET LE 1 ENEN 
T(r,t)= z 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Revenons au cas où le flux est imposé constant Fo et une température initiale nulle : 


nôt 2/1 z re l ) Ji (ur) 
z = r > 28 Hei 5 
SE HE EE L, S L, | r | CH SCH Ge Lu, A 
2 


n2 J Ju, r) 2 
Rd ie L 
SE L, | r ) D Ugda (uil) dë 2(n sh; al 
2 
J,_ (ur) 


n-2 
nôt r’ n d ACC n? Ss 
BE II Senn 
l, 2l, 2(n + 2) l r l=1 Hi JA (u, Al 
25 
Solution déjà évoquée auparavant. Dans le cas où le flux est imposé constant F0 et la température 


initiale de la formeT0(1-r’/lr°) . 


H>H tq J (tnl, )=0 
2 


GES J 
2 4 (1, \ 2 sup: cl 
EN E 2 è 
n+2 Ar IS Hi J aal) 
T(r,t)= ( ) 
n-2 J 
nsi r2 D 2 L 72 + Sue = Hna” 
+A +l, 2 2 e f 2 
L, 21 2(n+2) l r = Hi Ji (ai) 
ER 
n-2 Je (u D 
2T nôt r? n 2 I 2 +00 LS 2, n-2 ñ, 
ee EE AR l r|" EF ge 3 
EE 1 p” p x) e Qc Nä Hot) 
ER 


Revenons au cas où le flux est imposé constant FO et une température initiale nulle à trois 
dimensions, on obtient : 


2) Si) 2 (Re Sc EE 


Sin(u,l,) 

Cos(ul,) 
2 2 +00 F 

Sron r itp SM 2R en Sindur) | 

L, 107, ro Ta Li Sin(uul. ) 


=: Tan(u,l,) — ul, 


u—u tq J,(ul)=0= 
2 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Problème de diffusion radiale sur une hypersphère : condition initiale et condition aux limites de 
Robin homogène à la surface r=lr 


OT(x;t) (— ÔT(x,t) 1 ôT(x,t) 


=0 avec terme de diffusivité ô 
ôr? Ôr ó â i 


F 
> > i=n - =- > > > 

r= |x Ixl = dx xeQ= f Jl < WÉI frontière 0Q = f Jl = E 
zl 


ZS. emt x,t) 


=0 CI T(x,0)=T(x) 
OO) 


C.L. a ZOD p 


La solution se développe en série de fonctions propres aux valeur propres données par une 
équation transcendantale : 
Zu D e 
Pr ol)=1 dullzr 2 Ju (ur) T (r,t) =X B e PAS (ur) 
2 I=1 2 
dJ „2X 
Relation de récurrence J,_ a(x )+J (x )= LE (x) Dérivation =J n4 (x)- 


n SC 
2 2 2 2 2 


2-n 
2 


2 t ZOR 2S arr) Mngr 2 
2 


2-n d. Lol D 2-n | 


£ 0 


Jn Luc: Se Jn-2 ur) = 
2 


H 
dr 2 S nit à 
2-n 


=> db, ll = r2 (rras o, ch (2 ES oli, Gr) = HA (unar) 
2 2 2 


Relation de récurrence ` Ha it/ A Du, ch (2 — nJ p2 (u,r)= —Lnird (unir) 


La 
2 2 2 


Ze 
=> Dh, Bt Job, SE 2 eiis BEZ D ach 
2 
> BD,, (2, )+a®, ,' Ja Se il, )= aliad Ai] 
2 2 
Í; 1. 


Käl (Lo, Al (Kb r” Jo, Di GO (r) = Le TJ y) (ur nm)= 0 silÆm voir ci-après 
2 2 


Le calcul de la norme des none propres, de valeur propre non nulle, a déjà été obtenu par le 
calcul classique : 


D, ; of = (nl D, m( -fer poa d, 


Seel A dëse 2) 
(ur) 5 o Ja, rý A Le 


L, 
lo of -fe 2. 
0 


HE? 
2 


0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Dans le cas qui nous occupe avec des conditions aux limites homogènes de Robin, il vient : 


2 
2 Th (unl, È 2 


L. S 
Ee ER 


Fr 


Ja st) Th (us) 
2 


Dérivée = Së (u, IL.) 
Hn, 2 Unal, 2 | 


5 J 2 2 2 
D, ; vc) = — ( Lu, A. ) + 2 (url, ) 
2 2 


2 


5 (n —2) Ji (ut, v (unl, ) 


Unal, 2 


tq BJ, (ul, )= a Hai, TA 
2 2 


2 2 e 2 
ge, uc = ` Lu ) poser) 
2 r 


2 2 5 
ge, uc Elisa) ` B bescht, 8 | 
2 


2 2 2 
Ke Hn, L, æ Hai 
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Le développement en série de la solution est donc : 


L, n 
u> Hn, tq BJ, EA ET TA A = far r? frn- (ur) 
2 0 2 


2 
-ô Hit 
Jn-2 Lu, vk i 


(unal, )| tu =} (unal, V; Lo, A. 
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Le cas d'une fonction initiale constante conduit à la solution suivante : 


L, n 
A n—2 
H> Hn, tq BJ, url. )= e Aal, lo, A. A Se [dr r2J, ur) Posons v = ER = Hnilr Z= HUn I 
2 2, 0 2 


Wach 3 Jal) SC (ua) 
= Í dz z”! J (2)= Ti," rus —2 
ya 7 


L, n 
A= T [ar r2 J'y (u,yr)= To 
0 


2 Hai 


LNS d Joe} tr 
> EE 2 2 tq BJ y (ur )=au, (ul) 
DOGE T aJ ha A (n-2)a a 3 " SC à 
ni n\Bn,ltr = 0 700 An 
2 l; B p’ 
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Une fonction initiale quadratique de la forme r° conduit à la solution suivante : 
e ` 
Calculons A =l, = [ar p? E Jaa (unir) Posonsy=u,il, z=ur et Jyp (a)= 0 
0 ri 


l, n 
On sait que Í= l? far r2J, (u,r)= 1,74 Ju (y) 
ECH Y 
0 2 


fa zîJ, (z) = 3. GC, (v +1- af dz zJ, a(z) 
fa Sit (z) = LG. DÉI (a -=v SC E, GH, Ç2 —(2 -17 J dz SC (z) 
Posons A =v +3 = fæ VRT. (z) = Gaich ee (z)]- 4(v +] dz ST, (z) 


=> fæ VRJ (z) = Gu (2 = 4(v + D (z)+ DR GH 


d v+1 2 —4 1 24] 

Ga fa BS G- RE (v + Vra (y)+ % ee J, ()= 2(v +1) a) Joj (v) 
0 H Das u(r)-29, DI Y 

De plus pl, J, (y) = a yJ a(r) Ke BJ. AE a Daul, (u,11,) 


I v+4 I v+4 
A fæ zane- ET EI AE - 
0 Y Y 4(v+1) o? 
°J,a(r)1- S Vo 
n+4 
2 a 
> 4 = J, lu, li ti 
i nl | me L, d 
l J, (y SE deai) 
`, n I v+4 a y? 
Calculons B, = far r? (2 -rV nalna- SS 
0 E 4(v+1) a 2 
Jyul "ei 
n2 + h- "` 2 äh, uk" SC 
l = Hn, Ia r ER 
zLirah-2l + S = 2 tq BJ, Du, Lena, (url) 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Pour les problèmes suivants, on utilise les résultats du théorème de Duhamel : 
O?T(x;t) is 1 ôT(x,t) 
or? ôr ô Or 


=0 avec terme de diffusivité A 
8 


r= |x Ixl = Da xeQ= Lk Jl < WË frontière 0Q = Lk Jl = WW 


i=l 


Tan t) 


— 


=p (t) CI T(x,0)=0 
CO) 


C.L. BTG, +a 


lication du théorème de Duhamel à la solution 
C.L. T,(0,t) fini 


La solution du problème r (t) ICL. pu ae Cd -p est dérivée du problème à 
w H w CS ôr 


CI. T,(r,0)=0 


température fixée aux limites du domaine : 
CL. "Tat fini 


Tiet SCL. PTh, t) +a San -1. Avec la solution pour Te 
r 


CI. T, (r,0)=0 


C.L. T (0t) fini C.L. TL fini 


SE S 
or 


CL. PT p(l., t) +a OT, (l.,t) 
ôr 


=1 EE T(r CL. BIO. 010 


CI. T,o(r,0)=0 


1 
CI. T(r0)=-— 
(7,0) B 


-ô jt 
SS (urk S 


a 
2 
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i n (a 1-072242 
Hn, be SE L, B Ao if 
n-2 GER 


REI # 
2 Lo, uk 
2 


TRETAS 
l = 2 
g K (e Hai, o, Kl 


B 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Ce qui donne pour la solution du problème initial de Duhamel : 
Hn, tq B Jn-2 (upil, ) =Q Hie (ut) 


2 2 
_6 ui, 2 
d SEN E A. ln, ck det 
E ) 1 l H 8 S ( ) 2 
r\r l=1 n-2)a a 2 
Hi n Al: T2 Uni 
: I es 
À (NT & Lalanne DH 
= T,(r At = DEI 1 H : 2 ee 
HAT ræ] n-2)a o 2 
ATA (S -z t —5 Hn, | 
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Et par application du théorème de Duhamel : 


J (unire? Uns SEN 


n-2 
1 2L) 2 << 
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Ce qui conduit lorsque la condition aux limites de surface est fixe , TS : 


CL. T,(0,0) fini 


OT, Ge Sé 


A 


CL. BT,(,,0+a 
CI. T (r,0)=0 
à la solution déjà évoquée : 
—6 1, 
Jn-2 Lu, ck Hng t 
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Problème de diffusion en coordonnées elliptiques polaires à deux dimensions 


Coordonnées elliptiques et cartésiennes 


EE 


pp 


ECK 


I 

H 
E 

ke 

H 

1 

1 
a 


ERSO 


2-19] 


r 


Ellipse avec a 


On a vu que le système elliptique polaire est défini par le changement de variable : 


c Cosh(n) Cosi) 
c Sinh(n) Cos(9) 


X = 


Hz 


Les variables n, Ÿ sont respectivement les variables radiale et angulaire du système de 
coordonnées elliptique polaire, a est une paramètre d'échelle. Le Laplacien en coordonnées 


elliptique 2D (n,Ü) s'écrit sous la forme : 


01 ©T(n,0,t) 
2 + 2 
ên 00 


©°T(n,0 


ol 


1 


ci (Cosh? (n) 


Ai, 
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L'équation de diffusion s'écrit donc : 


1 0° T(n.0,1) 0/T(n,0,t)| 1 ôT(n.0,1) SH 
c?(Cosh?(m)-Cos?(6))| ` ou? 60? 5 à 
(n,8)e Q de frontière 0Q 

OT(n.0,t 
CLr EEE 7 = f5a(7,0) 
Es 


Par séparation des variables la solution de l'équation s'écrit : 


T(n,0,t)=U(n,0)D(6) 

1 8@U(N,0) 8U(N,0) 
| ôn? 7 50° 
1 Di 
8 Dim 
Ta äun- D a, U (7,0) 


H,n=1,+00 


JL U(n,0)=0 y,>0 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Si l'on poursuit la séparation des variables sur les deux coordonnées radiale et angulaire : 


1 oU(n,0) i CU, 0) 
(Cosh m)-Cos (0) ôn? HE 


J K°’U(n,0) = 0 = U (1,0) = RM)OO) 


Kales 


R''(M)9(0)+ R(7)9''(0 R O(0 
a 8 ORMO), 286006) = 0 M_L) 
c° (Cosh (m) - Cos? (0)) c’(Cosh m) - Cos? (0)) 
=> É Di + 9 o) = -u° (Cosh m) - Cos’ (0))=> UD) + u’c’Cosh’ (n) = kb (9) ve! 
R(n) ©) R(n) Gel 
> Ly u’c Cosh (n)=a, et O. u’c’ Cos’ (0) =—a, 
R(n) Du) 
Vic? Vic? 
O" (0)+ (æ, — -2 =~— Cos(20))®(0)=0 
e 2 4 
2e? °c 
R") - (a, -= -2 Cosh(2m))RG7) = 0 
Ce 2c? O'"'(8)+(2-2q Cos(20))9(0)=0 équation de Mathi 
En posant q = Ë S stier l> GE q Core ere) SE GER SE Ne 
2 R'"'(n)-(2-2g Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 
Les solutions formelles du problème se présentent ainsi : 
2e? Ze? 
q=]q|= 7 &æA=a,-Ë 


©"(0)+(4-— Za Cos(20))@(0)=0 équation de Mathieu 
O(0)= 4, ce,(0,lq)+ Bo fe,(6,\q) oubien ©(0)= 4; se, (6, 


avec 


) 


)+B, ge, (6, 


d q q q 


ce,(0,q),se,(0,q) fonction de Mathieu de première espèce 

fe,(0,q), ge,(0,q) fonction de Mathieu de deuxième espèce 

R"(n)-(1- Za Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 0 > in 
R(n)=C, ce,(in,|g)+D, Jeun. ou bien R(n)=C, se,(in,|gl)+ D, ge, (in.|q)) 
= Bin) E, Aen. ale D, Ne, (n.l) oubien R@)=C, Jeun. Miz D, No, (na 
Je,(n,q),Jo,(n,q) fonction de Mathieu modifiée de première espèce 


) 


Ne,(n,q), No,(n,q) fonction de Mathieu modifiée de deuxième espèce 


n indice des solutions = 0,1,2,3... 
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Problème de réchauffement : Cylindre de longueur infinie de section elliptique soumis à des 

conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes de 

température To, problème de réchauffement. 

1 ëmm 

ô ôt 

a TAD BTO =B, 
CH n=No 

CI T(n,0,0)=0 


AT(n,0,t)- 0 


C.L. 


On est dans le cas n°2 sur la dimension radiale, mais il est très facile de revenir au cas n°1, car la 
solution du régime permanent est triviale. En décomposant les parties transitoires et permanentes 


E RENE La solution du régime permanent est par évidence T;(n,0)=To. 
Et le régime transitoire est solution du problème suivant qui correspond au cas n°1 : 


1 OT,(7,0,t) 
AT EE 
:(7,0,t) Se 
CL. a TD ptn au -0 
n 


Nei 


CI T(7,0,0)=-T, 


Les conditions aux limites homogènes, la condition initiale et la configuration géométrique 
elliptique font que la solution recherchée doit être paire, et de période ri. 


coit YE T.00) TI et Time Dm 
= U(7,0)=U(n.,-0) et U(n,0)=U(n,0+7x) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution du régime transitoire est à 
rechercher sous la forme d'une série, mais nous verrons que la multiplicité des valeurs propres du 
problème aux limites est en réalité plus importante lorsque l'on prend en compte les conditions aux 
limites homogènes : 


LU. (7,0) = Jez, (n, q) Ce, (n, q) 


A0, 


T,(n,0,t)= DB Je, (n, q) Ce, (6, ak" = ŞB Je, (n, q)ce,, (0, dk S 
n=0 n=0 


2.22, 
avec q = Ge c paramètre d'échelle elliptique 


Pour les deux fonctions de Mathieu et Mathieu modifiée, il est important de représenter ces 
fonctions comme décomposition de fonctions sinusoïdales et hyperboliques. Dans le cas de la 
fonction de Mathieu de première espèce, il s'agit effectivement de sa décomposition de Fourier : 


Jo 


ce, (0,q)= Af")Cos(21 0) 


Cean (0, q) © (2n) S A É ` a) z 1 4(2n) 
Je, ,q4)= Dre Aa Ja (2 JaSinhm))= pren ( 1) EN J,(2aCosh(n) 
1=0 0 1=0 


ce, (0, dke-, É > a) SE 
: YAGI Nae "Jr. Moe 


Ce n'est pas facile de calculer ces coefficients, mais il existe des algorithmes pour estimer ces 
valeurs. Ces coefficients sont particulièrement important car ils servent justement à l'expression 
des intégrales définies sur l'intervalle des valeurs des coordonnées elliptiques. 


Dans un premier temps retrouvons l'exemple donnée dans le livre de référence sur les fonctions de 
Mathieu de N.W. McLachlan (1947), et simplifions la conditions aux limites à celle de Dirichlet soit 


UNO) an =O 


Pour satisfaire à cette condition aux limites de Dirichlet, il suffit que Jez (024) = 0 . Et le respect de 

ces conditions introduit une multiplicité supplémentaire des valeurs propres et fonctions propres 

admissibles dans le développement en série. Le deuxième indice m est ainsi introduit, en le faisant 

varier de 1 à l'infini. Il représente toutes les valeurs admissibles de q tel que l'équation 
dan 4 Jern Mo inm) = H 


Hz o 


E E -6 Un mt 
iranecehdante Je;,(0:4) = 0 soit vérifiée T(n,0,1) = Ke E Ce, (O, dan m)e 


n=0 m=1 


2 Gun 
aveC Minm? z2 


c paramètre d'échelle elliptique 
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Exemple : soit une ellipse de grand et petit axe a,b, le paramètre £=b/a se calcule comme suit et les 
valeurs propres sont les suivantes : 


b a 1 
EE Ae > Je, Dia, dan le 0 


n =0 > Jeo dom) =0 
ES ` = n 1.098612 Ou, =0.6659712, 3.8214069, 9.778336, 18.514175, 30.026436 


E€ =2 >M 0.549306 qom = 2.675045, 18.664299, 49.500992, 95.145574, 155.59564 
E =3 >N = 0.346574 qom =6.215625, 47.7875, 128.8875, 249.4625 
n=1> Je, Mos dam) =0 


E= > = M =1.098612 q, m =2.7204526, 7.4232052, 14.937313, 25.291423, 38.432201 


E€ =2 >M =0.549306 q, „ =7.5213012, 28.022784, 63.729458, 114.28136 179.65104 
E =3 => N = 0.346574 q, m =13.018683, 62.794186, 152.36748, 281.45415, 418.03752 
n =2 > Je, Modam) =0 


NEE =1.098612 am = 06.1823218, 12.717788, 21.635037, 33.52658, 48.266678 


E€ =2 >M =0.549306 q,„ =15.63515, 40.148042, 80.589915, 135.98582, 206.23841 
E =3 => N =0.346574 q4 m =23.468485, 80.854477, 178.78862, 316.33769, 493.41248 
n =3 > Jes (N6;,%6m) = 0 


REEL =1.098612 qs m =10.762775, 19.614843, 30.099482, 43.337054, 59.60616 


E€=2=> m =0.549306 qe, =27.134765, 55.25241, 100.23603, 160.37911, 235.45584 
E€ =3 =M =0.346574 q,=37.8625, 102.1875, 208.2875, 354.2125 


Il est intéressant de constater que l'on peut obtenir une valeur approchée de ces racines aux 
valeurs élevées du paramètre q, en utilisant une expression asymptotique de Goldstein prise au 
seul premier terme de développement, des fonctions de Mathieu radiales d'ordre entier (voir 
A.Erdelyi H.Bateman HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS_VOL_III, formule 7 section 16.7 page 
127), ainsi que MachLaclan Theory and Application of Mathieu Functions, additionnal results 6, 
page 385, formules (1,2) pour les fonctions Je et Ne : 


aeae IE Cos Sanel: (2n+ )AreTan| Tan 3) 


SE Kee Sin sel seid Tani $) 


Je,'(x,q)= -244 J Cosh(x)ce, (0, del Sanel (27 +1)Arer. anf 7 ann >))) 
Net a)e Jacobs (0 den 2 Jasin) -Cn + EEN 


q très grand 


=>> 


De plus arctan Tani >) = Z ArcTan(Sinh(x)) 
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L'expression de Goldstein ne met en jeu que des fonctions élémentaires, et il est facile d'obtenir des 
expressions approchées des racines d'une équation transcendantale. Prenons pour une condition 


a 
Va? hi 


aux limites Gin, ol, =0, la première équation  Cosh(m)= 


n=n > Je,,(n0,4)=0; l'équation 


transcendantale se réduit à une simple expression : 


T Ka + (2n + Drean Tan 


2Sinh(no) 


Co 2 sn) t aretan an ) =0 ain = 


Prenons pour une condition aux limites OU(7,0) =0, une deuxième équation que l'on aborde 
ên n=no 
plus loin Cosh(n)=-— > Je,,'(7,4)=0, l'équation transcendantale se réduit : 


a-b? 


mT + (2n + reran Tan) 


2Sinh(no) 


Sas) -Cr + reran Tani $ )) EN 


Prenons pour une condition aux limites de Robin simplifiée de la forme bt, B usa =0, 
1 n=no 


une deuxième équation que l'on aborde plus loin Cosh(no )= Ge aJe,"(n0;,4)+ Bis, (o, al- 0, 
2 2 
ob 
l'équation transcendantale se réduit : 


-2a Jq dohin, Jsu in) (n+ (und Tan )) poak = GEI (n+ EE =0 


Cosh 


> Frans) Cr saretan Taf $ )) a 


a Cosh(no) 
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Prenons maintenant des conditions aux limites sur un cylindre creux de section elliptique, selon les 
4 types de conditions Neumann ou Dirichlet en face interne ou externe, les expressions approchées 
des équations transcendantales donnent : 


Dirichlet interne Dirichlet externe U(r.0),., = U(r.0),., =0 
il 7142 
> Je, GA ; q)Ne, (n g q)- Ne, (o, S als, (n e q) =0 


> sl (Sinh(n>)- Sinh(m )-(2n + dall E) = 2200) =0 


Sini 2 Ge 
ArcTan 


mr + (2n + 1) SE 
mT + (2n + n| Aretan zl DI — Aretan rari) SEH 
2 


2(Sinh(n;)-Sinh(r )) 2(Sinh(z)— Sinh(m H 


n,m 


Dirichlet interne Neumann externe WÉI dä = 5 
"SZ 
di 


=> Je, (m, q)Ne,'(m,4)- Ne, (m, q Je,'(m,q)= 0 


=> ce:| 24a (Sinh, )— Sinh, ))- n+ land rel E) z arera T2) =0 


Sinh| 12 2 ) 
2 1 Ta (on+1)4rcTan Re 
zt m+ (2n + IESSEN — Aretan rani) Cash VE BN 
\ In m = H H z . H 
? 2(Sinh(n, )- Sinh(n: )) 2(Sinh(n, )- Sinh(n, ) 
Neumann interne Dirichlet externe WÉI d. = ae) = 0 
e K nN 
> Je, (m H q)Ne, '(m RH q)- Ne, (n RH ole, "Im: H q) =0 
> SEN )- Sinh(n, )- (2n+ ISSN — 220703) =0 
om+l S x +(2n+1)4rcTan a 
nt m+ (2n + dall SI — Aretan Set? Cash VE 57 ) 
SI 2(Sinh(n)— Sinh(m )) | 2(Sinh(n )— Sinh(m )) 
OU(7.0)  _ ong 


Neumann interne Neumann externe 


ên n= ên 


> Je,'(mq)Ne,'(m,q)-Ne,'(m,q Me, Dis gl 0 


> sl (Sinh(n>)- Sinh(m ))-(2n + n| Arcra rel E) = arean ram )))] =0 


sl 2277 ) 
ArcTan 


mT + (2n + 1) — >< 
MI + (2n + IESSEN — WEEN SEH 


= Vs = 2(Sinh(n, )- Sinh(n, )) g 2(Sinh(n )— Sinh(m H 


Mais reprenons le cours des exemples de conditions aux limites et de la détermination numérique 
des racines valeurs propres de l'équation transcendantale associée. 


Klee) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


OU(n,0) 
F 0 
La condition aux limites 1 bem entraîne la condition sur les fonctions de Mathieu 
aJe, (n, 
; tq G) q) =0 
ee Se , ~ ôn |. 
modifiées sous la forme de l'équation transcendante suivante : Tlo 


Exemple : soir une ellipse de grand et petit axe a,b, le paramètre £=b/a se calcule comme suit et les 
valeurs propres sont les suivantes : 


dJi , 
g= b => Cosh(m) = a fe S e3, (To nm) 0 
a dei H Ale dn ka 
1-0 Eër: Gul — D 


an 


n=nNo 
NEE =1.098612 dom =1.7852299, 6.351972, 13.70235, 23.82815, 36.729494 


E€ =2 > M = 0.549306 qo „ =8.5689269, 32.022635, 70.271336, 123.32236, 191.177 
E =3 > N = 0.346574 qom =21.799869, 83.164304, 183.99901, 310.1376 


dJi 
5 e Dia, gl 
dn 


n=no 
E= ` => N =1.098612 q, —0.9679458, 46112685, 10.684682, 19.643659, 31.399871 


E€ =2 >m, 0.549306 g,, =2.1918328, 15.350431, 43.717379, 86.893551, 144.87488 
e=3—n,—0.346574 gq,,, =2.6560865, 32.417413, 102.32013, 211.69067, 360.53973 


dJe 
Si Dia Én 
an 


710 


NEE m =1.098612 am = 3-0901449, 9.0575544, 16.665161, 27.076366, 40.415399 


E€ =2 > M =0.549306 q,, = 7.7233032, 25.07768, 58.084566, 106.10476, 168.97163 
E =3 > N =0.346574 qı m =9.5403969, 46.187149, 124.44624, 242.28079, 399.62939 


dJe 
=D Co (0: 46m) 
dn 


n= 
E= R => N =1.098612 qe =6.1829182, 14.840752, 2442863, 36.175858, 50.96547 


E€ =2 => M, 0.549306 qem =16.369346, 38.09812, 75.308147, 128.0417, 195.72131 
E€ =3 => N, = 0.346574 qe m =20.559257, 63.386505, 149.71181, 275.89074, 441.67364 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


q U00) E 


La condition aux limites LE n'est pas vraiment réaliste d'un point de 
vue physique. Il faudrait plutôt lui substituer la condition plus exacte de transfert par convection 
suivante : 


z UNR] -06 a 00), 8 Cok -C0 U(n,0) 
(Cosh? (n) - Cos? (0)) ôn RA ôn 

Toutefois comme cas académique je vais supposer que les deux termes restent constant dans 
l'espace, ce qui entraîne la condition sur les fonctions de Mathieu modifiées sous la forme de 
l'équation transcendante suivante : 


+ BU(n,0) 


+ BU(n,0) 


Neit 


=0 


n=no 


Je, (n, Oe, (n, 
ae) p Jema) =0> Gun tga aD + 6 Je, (7,9) 


ên n=no ôn 
Exemple : soit une ellipse de grand et petit axe a,b, le paramètre £=b/a se calcule comme suit et les 
valeurs propres sont les suivantes : 


a 


Va? bh 


n=0=> dan + Je (No, un, 


£= z = No =1.098612 q,,—0.1769469, 2.0161831, 6.5833232, 13.932089, 24.056887 


dJe,, (Nos Anm ) 
dn 


=0 


in 


1 
a=1l;p=1 e= 2 > Cosh) = = > Jenoa anm) + 
a Jier 


=0 


Kei 


e=2— n 0.549306 q,, = 0.5770468, 93567642, 32.79475, 71.03688, 124.08433 
E€ =3 > N =0.346574 qon =0.9917391, 23.181728, 64.526246, 185.35246, 310.13759 


TE 1 g ne + Jeng 


EE m = 1.098612 im = 1:3004577, 4.8576499, 10.935308, 19.89011, 31.642296 


= (0 


run 


E€ =2 > n =0.549306 q;,,, —3.2715961, 16.304547, 44.583943, 87.724136, 145.68639 
e=3— N =0.346574 q,,,=4.5410872, 34.050809, 103.81185, 213.13152, 417.33752 


n=2> Malote + Je Noqan) =0 


N=No 


e=Ż =m = 1.098612 um = 3.543255, 9.3162202, 16.916207, 27.331419, 40.667112 


€=2 > n, =0.549306 q,, =9.0175249, 26.122873, 59.031189, 106.99437, 169.82943 
E€ =3 => N =0.346574 q,, =11.774422, 48.04386, 126.06175, 243.80663, 401.11216 


AA E re + Je (du) 


£= z = No =1.098612 qem =6.7426205, 15.126958, 24.679022, 36.430335, 51.222264 


=0 


Kei 


E€ =2 => n =0.549306 qen =17.87273, 39.161865, 76.319101, 128.98368, 196.62182 
E€ =3 > N =0.346574 qen =23.007439, 65.429413, 151.44368, 277.49865, 443.216 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Pour respecter maintenant la condition initiale, il vient : 


Hm o 


T, (7.0.0) = =y = -1o > >: Bp ne» D KÉINT ) Cez, (o, onm ) 


n=0 m=1 


Pour déterminer les coefficients Bam, je vais utiliser les formules d'orthogonalité des fonctions de 
Mathieu. 


No 27 


| fand0 Je, (n.4,,,)ce,,(0.q»,, Cosh(2m) - Cos(20)) 
Bpm ES 710 SS : 
| f anao (Je,, (na, IP (cen, (0, danm) (Cosh(2r) - Cos(20)) 
0 0 
No 27 


f f dnd0 Je,, (n, KEN )ce,, (0, KÉN YCosh(27) Ce Cos(20)) CS 
0 0 


No 2m No 2x 
= | dn Je, (dan Cosh(2m) | d0 ce,,(6,q:,,)- | dn Jez, 1, don [ dO ce,,(0,q:,,)Cos(26) 
0 0 0 0 


Avec 


2x 2m 
fao Cez, (0, nm) = ie fao Cern (©, KÉINT )Cos(20) = e 
0 0 


110 710 
f dn Jes, (n, KÉINT )Cosh(2n) Joe, f dn Jes, (7, SÉIER = Jce,, 
0 0 


No 27 


| fando(ve,,(n.4,,,)) (ce;,(0,q,,,)) (Cosh(2n)- Cos(20))= 
0 0 
Un 2x To 2x 
= fan Lie, (N, qn  Cosbt Zu) | d0 (ce,,(6,q2,,)) — | dn Lie, (a, H [d6(ce,,(6,9:,,,)) Cos(20) 
0 0 0 0 
2x 2x 
[40(ce,,(0,9.,,)) =x  [d6(ce,,(0,q,,,)) Cos(20)= x A$” 
Avec i 5 ai 
f dn (Je, (n, Aaon,m »Ÿ Cosh(2n) = Kce,, f dn (Je,, (7, KÉN Op = Lce,, 
0 0 
nur Ice, nA?” — oe, dn 8 Ice,, AL") — Jce,, AP") 


n,m 


Kce,,r — Lce, „7 AC”) KCe,, — Lce,, AC” 


Cela donne donc comme solution du problème de réchauffement : 


n= _Hnmô, 
T(n,0,0)= d En ebe ech dg e 4 | 


n=0 m=1 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites mixtes de Robin : c lindre de longueur in inie de section ellipti ue soumis à une 


température T,, problème de réchauffement. 


x =c Cosh(n) Cos(9) 

y = c Sinh) Cos(9) 

Les variables n, Ÿ sont respectivement les variables radiale et angulaire du système de 
coordonnées elliptique polaire, c est une paramètre d'échelle. 


Le système elliptique polaire est défini par le changement de variable 


2 2 
ar(,8,9-2 2708) 5 1 REH , 2 Tag) 1 OT(n,0,6) _ 
ô ôt c?(Cosh?(n)-Cos?(0)) ôn? 00? ô Ki 
CL. = SE BT(n.0,) =8T, CI T(n.00)- 
cCosh?(n)- Cos? (0) ôn 


n=no 


; : Sa T(n,0,t)=T (n,0)+T(n,0,t | 
On décompose les parties transitoires et permanentes CLONE CROTTE K La solution 
du régime permanent est par évidence T,(n,Ÿ)=T.. et le régime transitoire est solution du problème 
suivant qui correspond au cas n°1 : 


AT (1,0,t)- ee -0 
ôt 
CL. S RO Sr a GT. TO 
c]Cosh°(n)-Cos’(0) ` On D 


Les conditions aux limites homogènes, la condition initiale et la configuration géométrique 
elliptique font que la solution recherchée doit être paire, et de période r. Soit 
T,(1,0,1)=T(n,-0,1) et T(n,0,1)=T;(n,0+7;t) 


Par séparation des variables la solution on arrive à un système de fonctions propres : 


2,52 EE, 
UC Uc 2 4q 
=|q| = età =d,- >u = 
g 4 RSS 


O'"'(0)+(2- Za Cos(20))9(0)=0 équation de Mathieu 


n n 


avec 
ce,(0,q),se,(0,q) fonction de Mathieu de première espèce 
Jfe,(0,q), ge,(0,q) fonction de Mathieu de deuxième espèce 
R"'(n)-(2- 2|ql Cosh(2n))R(n)=0 équation de Mathieu modifiée 0 > in 


n 


Je,(n,q),Jo,(n,a) fonction de Mathieu modifiée de première espèce 
Ne,(n,q), No,(n,q) fonction de Mathieu modifiée de deuxième espèce 


n indice des solutions = 0,1,2,3... 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution complète est à rechercher 
sous la forme d'une série, la multiplicité des valeurs propres du problème aux limites est fonction 
des conditions aux limites homogènes. La décomposition est logiquement à double indice, un indice 
n lié à la décomposition en fonctions angulaire périodique de Mathieu, et un indice lié aux valeurs 
propres qnm obtenu d'après le respect des conditions aux limites homogènes sur la surface pour 
chaque indice n : 


n=00 m=+00 _$ Fans t 
Um (UE 0) ES Je, (n, Ginm) CE y (n, nm) T(n, 0,t) = >. > Bye, (n, dinn) CE y (0, An,m Je S 
n=0 m=l 


c paramètre d'échelle elliptique 
Pour les deux fonctions de Mathieu et Mathieu modifiée, il est important de représenter ces 
fonctions comme décomposition de fonctions sinusoïdales et hyperboliques. Dans le cas de la 
fonction de Mathieu de première pee il s'agit effectivement de sa décomposition de Fourier : 


ce, (0,q) = GË q)Cos(216) Je,,(n,q) = GËT q)Cosh(21 n) 
1=0 1=0 


2x ta% 


Orthogonalité des fonctions de Mathieu fao Cent, goes, (0,4) =T 01n > (Aa) + (aa) =] 
0 


Décomposition en fonction de Mathieu 


l=% 
Zeen 9 = Cy=— 2 d9 ce, (0,q)= D f d9 Cos(2m0) = ZS e ue AAT lala 133. 4” (akez 0.9) 
m=0 m=0 1=0 


Cos(2n0) = D Due gas D; =+ 2 d ce, (0,q)Cos(2n0) = zf do DEL )Cos(2m0)Cos(2n0) 


=00 l=% 
ele? SS AC (q f dÉ Cos(2m0)Cos(2n0) = SaDa e, sënn MT (g)= Coseno) =F Dën AGP (acen (0,0) 
E m=0 m=0 1=0 
Pour satitahe à la condition aux limites mixtes, il vient : 
p=% m=+%0 LR, 
T(n, CA t)= y Kä B- es. KE n)ce, (0, KE? m)e j 
p=0 m=1 
D m= 402pm 
SOL SE dies (Gp) per 
See E B, M = = Cern (CA d2 m)e S 
on H 2 Á dn í 

(04 ôT, (n,0,t) , B ER SE Cosh? (n) - Cos? (0) SS Cosh(2n)-Cos(28) 

cfCosh?(n)}- Cos?(8) ` Ou CH 2 
"To 
SS M) pre) = 2 M) ad E 
c/Cosh(2n)- Cos(20) ôn Va c/Cosh(2n)- Cos(26) on Ki ee a 
=%0 m=+00 Ver DIE m) 6 Hon, 
D A Ge 
TRE E Pre: dn 
ge =00 m=+00 e tpm, 
+85 D B>, „Jep (0; dm ker J2p.m)e S =0 
p=0 m=1 
2 GK So ( k oi dJe;, DIEN 7 lo EEN ec 
CH 2p,m 2p\10>42p,m eeh Zu — Cos(28) dn 2p U>42p,m 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


La condition aux limites devant être également vérifiée en tout temps, donc également à l'instant 
initial t=0, elle doit l'être pour chaque valeur de q, cela signifie que les termes suivants doivent être 
nuls et permettre de déterminer le spectre des valeurs du paramètre q, qui pour la suite du calcul 
sont simplifiés en ôtant les indices : 


KS V5 € dies, (noq) 
B, „Jez (m, q) cez, (0,q)+ Z By CORNA y 
B H Seen, dlees (0,9) BEE EE 


En multipliant l'équation par chaque composante cea, (0,q) du développement en fonction de 
Mathieu, en intégrant sur l'angle et en utilisant des propriétés d'orthogonalité des fonctions de 
Mathieu, il vient un système infini d'équations linéaires : 


i oi die, Io. gl Ta ce, ,(0,q)cez,(0,q) 


p=% 
B Jez (0:4 )Ôn,p + 
D geet + dn 3,  JCosh(2m)-Cos(26) 


1 
Josh? (Oil Cos 


2 
D'autre part on peut développer en série de Fourier le terme (0) . D'après une 
formule donnée par SATO : "Heat conduction in Infinite Elliptical cylinder during heating or 
cooling", ainsi qu'une formule donnée par N.N.Lebedev sur la décomposition de Fourier du terme 
de gradient, il vient : 


1 < ! vaj Lu x cm; +v) 
= A G(n,v)Cos(j0 G(n,v)=2"e tri Flv,j+v,j+1e 7 
(Cosh(n) - Cos(8)) D "bag ` bai ESCH GE DIS 
1 
D dl 
pes Kgl llk-'ZR 2 Qt ner) LL dl 
2 2 (1+0;0) (2 2 à D 2 
; Din 
2 
LA E 
1 24/2 ËCH NNN 5 2 
G\n,-|==— DE E EU aAa 
j» d SE £ a ) 7! 
Voir Lebedev Q,(Cosh(n)) = Je et tr» Ee? fa 
dei 2 2 
2 
h; +1) dg 
apeo Paf EH Ze 
2 i d 1 d 2" 2 LE 
Jet. 
3 
{ui dl 
Qı (Cosh(m)=Vre PEL el janen) 
A I I I! 
2m i 
dE [ao Cos(j0) 2 2/2 Q. ı (Cosh(n)) voir Lebedev 
2) #x(1+0;0) d VCosh(n)-Cos(6) a(1+0 0) d 
0 1 (Cosh(n)) , 0. 1 (Cosh(2n) 
1 242 e? l 1 242 J3 ; 
= Cos(j0)= = Cos(2 j6) 
Coshn)-Cos(9) = (1+0;0) VCosh(2n)-Cos(20) 7 4 (1+6,0) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


De plus la décomposition inverse de Fourier des fonctions de Mathieu donne les formules 


suivantes ` 1-25 48"{kes,(0,4) ` Cos(2j0)- X (1+0; Alaken (0,9) 


m=0 m=0 
Il vient donc : 


j= =0 


JE 
dE Je 2j0)= EE IS ew ell 6 a leesl9. al 


ee: Cos(20) "à ES 

Reportant cette décomposition dans la condition aux limites , il vient : 
Ka ES die, na, gl LEET 1 . 

cp 2 Prez lo»4) cepl09) +a e, H 2: Zu |Cos(250); engl: 

= & die, (m4) | SET. 

cp ŽB, „Jen ,(10:q) ce, (0,4) ta Pin, SC EE Koh het) ce, (0,q)=0 


p=0 j=0 m=0 


En multipliant l'équation par chaque composante ces du développement en fonction de 
Mathieu, en intégrant sur l'angle et en utilisant des propriétés d'orthogonalité des fonctions de 
Mathieu : 


EH CS dJe (n ,q j=% 
cp D Ba pJezp (10:4) pr +av2 Ke 2 ` mals G; IER DE E (2j0ke,, (0, q)ce, (0. di 
p=0 p=0 


j=0 


< <S m Ce Cat 1 
ch D Bye) (110:4)0 pr +av2 D > 6; ds Lise, DA ai: It Jak, alen Anel = 
p=0 j=0 0 
Jon 


Ariel? de Aale 42 (a+, 0) 


27 
1 j 1 
Or = fao Cos(2j0)ce;, (0, q) Cern (0, q) Sp oli, (q) T 2 
0 


~ 


=0 
Démontrons la formule : 
Indice de Kronecker ô;;=1 sii= j 


2x LES 

1 | f 1 n 

SS Lugcotz) Okce;, (6, q) Cern (0, q) = YO), (a) a eo? AP (ag, (Xi + SI 0 )+ A (a À + Ôi- jjo | 
0 1=0 


Il suffit de substituer les développements de Fourier des fonctions de Mathieu et de considérer la 
linéarisation du produit des cosinus. Les seuls termes qui ne s'annulent pas dans l'intégration sont 
e termes constants, soit les termes qui s'annulent dans la linéarisation du produit des cosinus. 


14 =%0], =0 


KÉ 
— I dOCos(2j0Xe;,(0,q)ce,(0.4)= 15 2,4 (a Wio Í d0 Cos(2 j0 )Cos(24,0)Cos(21,0) 
0 


na =0 1, =0 


Comme Cos(2 j0)Cos(218)Cos(21,6) = rel? (j -l-h )2))+ Cos((2(j -1, + )2))+ Cos((2(j -2 — 1, )2))+ Cos((2(; +1, +L GI 


1 n n 
>— Leen 2j0)ce,,(0,q) q) cez (0, q)= LS ew (ag, ) (+5, Jh 499 (+6, y) 


5 PH s Soe Qu d Je 1+6,,;. alé 499 (+6,40) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
Il vient donc un système d'équations linéaires, résultat obtenu par K.Sato , dans un article de 2006 


« Heat conduction in Infinite Elliptical cylinder during heating or cooling ». En théorie pour avoir 
une solution non triviale (nulle) des coefficient Ban, il faut que le déterminant infini soit nul : 


1 
Indice de Kronecker Ô;,;,=1 sii= Gilin, Cosh(n 
ij j (» Li = 9,1 ) 


1 n 
yy) sch dÄ 4500) ag” al +5, 0) age Je (DEN 


= dJe (n qa) 1 d 
© $ B, Bc Jena, OR, H od? ER a| 2m Wala) =0 
p=0 j=0 
E o8 1 (Cosh(27 ) 
Le 4a dies, Din, al e? G) B 
B Je, (n0,4)6, » + pi =0 n= 
© H 2p pe ez (0 a) P = dn ed (+3,0) 2p,2n (ol et a 
R 0 ı (Cosh(2no)) 
=S 4 de; (no) 5 
B,,4 hc J 2 Y =0 
© 2 2p C ep (1048n, p z dn E 1+0,0) 2p 2n (4) 
p=% dJe, (19,4 Jm 1 ; D 
eJ B, hc nogra a EE SEKR =0 
p=0 n j=0 p=0 
dJi ; 0=27 D D E E E 
Enap = Boden lte, OR 1 of die dad f a0 ceap (0, a)eea, Mal ee 
m dn Za  VCosh(2n)-Cos(20) 20 Paz b24 
e Ac En Ega — Je 


Se Cosh\(27 
4a dJe, Io, ol l l o) 


(5) 
_ a E gl KEE (4) 


EEN = Bc Je la, OR H P dn 


L'équation d'annulation du déterminant est également appelée équation déterminantale. Je vais 
étudier les divers cas de simplification pour la résolution de cette dernière, puis le schéma 
numérique de résolution de cette dernière. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas limites permettant la simplification de l'équation déterminantale 


Condition homogène de Dirichlet 


Pour une condition homogène de type Dirichlet le paramètre og est nulle, seule les termes 
diagonaux subsiste, et la condition de nullité du déterminant se réduit à celle des termes 


diagonaux, soit : Je, (0:49) = Le Le spectre des valeurs du paramètre q est donc celui respectant 


cette équation transcendantale. 


Condition homogène de Neumann 


Lorsqu'il s'agit d'une conditions aux limites de Neumann, alors c'est le paramètre 6 qui est nulle, 


conduisant à l'équation déterminantale: 
o. (Cosh(2n ) 
` Ae Hehe d 1 A 1. 42 Zich Al 
2n,2p m dn E (1+0,0) 2p,2n q = dn 2n,2p 


Kies r D 
Con z 2 oi? (a) A=0 A= 
2n,2p A (+8,0) 2p,2 


30" 1 (Cosh(2no ) | m 


0 


die: (noq) =0 
dn 


Ce qui est la condition de nullité de la dérivée première des fonctions radiales de Mathieu sur le 
bord de l'ellipse. Le spectre des valeurs du paramètre q est donc celui respectant cette équation 


transcendantale. 


Dégénérescence vers le cercle 


Lorsque l'ellipse dégénère en cercle, les formules de passage ont lieu : 


Ellipse grand axe a , petit axeb=c=\a-b" m= arccos £) 
c 


cCosh(n)>r 


a>b>c>0l et — oo et 
2 Ce 


Se 2.2 
ce” c'e? > dr v 


>r => >r =Y qe” >v’°r >q SE 
2 4 dn 4 
ce (9,q)— ak, ce, (9,4)> Cos(2n9) 


V2 


= cCosh(n,)— r, = a =b 


Je,, (7 | q) > P'on Jon (v r) P'n seneutralise dans le développement en série 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Si bien que l'équation déterminantale se simplifie grandement : 


od? dJe;, (70,4) Ne Cep (0, oke, (0, q) 


EEN = Boden in, OR, H 


D dn Pan VCosh(2n,)-Cos(28) 
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lons = P'an {BJ on (vb)+ AEN '(vb) 15, p 
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; 2an i 2n 
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Dans ces conditions l'équation déterminantale se réduit à l'équation transcendantale suivante : 


| B+a Æ (vb)-avr,, (vb) (Bb+a2n)J,,(vb)-avbJ,,.,(vb) 


S(hb+2n)J,,(vb)-vbJ,, (vb) n=0,,2, avec h= P 
a 


Dégénérescence vers une bande centrée sur l'axe des abscisses de largeur 2b 


Il s'agit du cas a/b->ce, Les paramètres du problème aux limites prennent la forme suivante 


a 


c=Va E m= Arecosi ) x ArcCosh(1) = no 0 b= cSinh(no)= Co din È No © 2 — 0 
a 


C 


Dans un problème cartésien, la condition aux limites radiales se transforme en une condition aux 
limites angulaires pour les valeurs Ÿ=x/2 et Ÿ=-x/2 et, soit en y=+b et y=-b. 


L'équation de Laplace est plus simple à résoudre en coordonnées cartésiennes, soit : 


m=+00 


2 
2 T(y.t) xad SÉ > T(y,t)= Kä B,,Cos(v,, y) e Ynt h= 
m=1 


ôy’ ô Or 


EK 


BT(»,t)}+a Sid c via che Z9 > vbTan(vb)= hb & avbTan(vb)= Bb 
H 


y=+b y=+b 


Tout se passe comme si l'ensemble des valeurs propres pour un même m quelque soit l'indice n 
tendent toutes vers la même valeur. Le seul indice relevant dans la solution est ici l'indice m. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Voyons si l'on peut entrevoir dans l'équation déterminantale cette convergence des valeurs propres 
d'un même indice m : 
b 
= OË 


Ce p (0, oke: (0, q) 


adi de: ing) Ju ce), (0,gkce,(8,q) 


b 
zx BeN sq Ôn p + dü 
Jroehlän, L- Col 30) SS e; d ZS i 


GEIER z BcJe;, DIE i x dy 


a D Cez, (6, ce, (0, 

= Beers Zsa Bnat Z 2 fo 21 d eal a) 

Le spectre des valeurs du paramètre q solution de l'équation déterminantale se déplace vers des 
valeurs très importantes en suivant celle du facteur d'échelle c (le grand axe de l'ellipse devenant 
infini). Si bien que l'on peut considérer que les fonctions angulaires se rapprochent de 
l'approximation asymptotique de Sips (valable entre O et x). Dans ce dernier cas les valeurs 
significatives des fonctions angulaires sont concentrées autour de la valeur x/2, là où le 
dénominateur Sint! ne varie que très peu, autour de 1. On peut donc sortir Sin(ÿ) du 
dénominateur. D'autre part on peut utiliser pour les fonctions de Mathieu radiales l'expansion au 
premier terme de Goldstein (voir A.Erdelyi H.Bateman HIGHER TRANSCENDENTAL 
FUNCTIONS_VOL_III, formule 7 section 16.7 page 127). II vient selon ces deux aspects : 


Ja g (0, ts 
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Je, (x,q) ~ pee q-x Saz d = 4,Cos02x/4) 
Je,'(x,q)*-4, 2 Jasin(x fa ) 
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dn 
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b f b ; 
> Emap” Aë SI d gleef | x A pôn peib Cos(vb)- av Sin(vb) } 


Cette équation déterminantale approchée donne des coefficients du déterminant uniquement 
diagonaux, et dont les valeurs ne dépendent plus de l'indice n à part la constante de 
proportionnalité qui ne s'annule jamais. ll reste donc un spectre de valeurs propres uniquement 
déterminé par la résolution d'une simple équation transcendantale dont le spectre discret est 
indicé par les valeurs m : BCos(vb)= av Sin(vb) © Bb= avbTan(vb)& hb=vbTan(vb) est heureux par ce 
biais d'effectivement retrouver l'équation transcendantale de la résolution du problème cartésien. 


|Sin( H 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Scénario de résolution de l'équation déterminantale 


En pratique il suffit de résoudre l'équation pour une dimension finie N du déterminant. Le principe 
de résolution consiste à examiner la convergence des racines successivement obtenues par 
l'agrandissement du déterminant fini en commençant par une ligne et une colonne et en 
agrandissant successivement le déterminant du coin supérieur gauche d'une ligne et d'une 
colonne. On détermine numériquement les racines à l'étape 0, puis à l'étape 1, ainsi de suite, et 
l'on constate que les racines successives convergent rapidement vers une solution. Pour déterminer 
l'appartenance du spectre de valeurs propres aux indices n et m, il suffit de partir du déterminant 
simplifié à la diagonale principale de la matrice qui devient alors une simple équation 
transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution numérique donne les valeurs 
approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par retour permet d'identifier la 
valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation déterminantale. Voici les étapes 
simplifiées du processus de détermination successive des racines approchées de l'équation 
déterminantale : 


2 ı (Cosh(2n9)) 
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Il existe un choix du paramètre pour représenter les valeurs propres du problème aux limites lié au 
passage à la limite du cercle. On sait que dans ce cas limite on peut poser q=c°v°/4=b°v°/4 et 
proposer cette paramétrisation. Dans le cas du cercle vb possède un spectre discret de valeurs 
propres indépendantes du rayon du cercle b. Selon le modèle géométrique d'une ellipse de grand 
axe a et de petit axe b, nous avons donc : 


2 
Ellipse grand axe a , petit axe b > c = Va? -b° y H 1 = Angel 7 = arccos $ -) 
C y 


denm LT) 0 1(Cosh(2ro)) eg 
EE wo) [07 
(+30) SEH A 


Il apparaît donc également que vb, solution de l'équation déterminantale, ne dépend a priori que 
du rapport du grand et petit axe a/b. C'est la raison pour laquelle on représente les valeurs propres 
du problème selon ce paramètre vb. 


cv? (vb) y? 


vb NIK 4a 
posons dzee e > EEN = pe ln, L d SÉ H 


m dn 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Tableaux de valeurs propres vb pour hb=fb/a=1 : 


N° 2n=0,2,4,6,.. |m=1,2,… a/b=2->vb a/b=4->vb a/b=8->vb 
1 0 1 1.0614375916629355 0.9631692746080209 0.9115177815284944 
2 2 1 2.1765860814035194 1.4556915113742215 1.1384978718687362 
3 4 1 3.526824506209106 2.0601279748962122 1.398939131408394" 
4 0 2 3.659785081706354 3.5434600665172162 3.4850833575170523 
5 2 2 4.757461082066746 4.055925240852935 3.7333768812911066 
6 6 1 4.93513094491929 2.735664238929749 1.6882108861974559 
7 4 2 5.970119006289432 4.601937448844579 3.990829494387232 
8 8 1 6.344393297570017 3.4486785774279145 2.001590864560471 
9 0 3 6.6859096039395505 6.559804668426512 

10 6 2 7.27343139579581 5.177188803970152 4.256918021369195 
11 2 3 7.772489201735216 7.0732270120416425 

12 8 2 8.647609948565435 5.777638196704501 

13 4 3 8.92471184682803 7.605005973072139 

14 0 4 9.782851630619058 

15 6 3 10.132440779378896 8.153896879670327 

16 2 4 10.860436780108856 

1 7 8 3 11.38670172108307 8.718673688020012 

18 4 4 11.98458952203606 

1 9 0 5 13.00477063054095 

20 6 4 13.150316899677398 

21 2 5 13.972790020980733 

22 8 4 14.353007929602745 

23 4 5 15.080522213834954 


Remarques : Les cases vides correspondent à des valeurs que je n'ai pu déterminer de manière 
aussi fiable que je l'aurais voulu du fait de la faiblesse de l'implémentation des fonctions de 
Mathieu avec des coefficient q très grand. Ce que l'on constate c'est que toutes les valeurs propres 
pour une même valeur de m et différente valeur de n convergent vers une seule valeur propre 
solution de l'équation hb=ßb/a=vbTan(vb) lorsque a->c, équation transcendantale des valeurs 
propres pour la bande centrée de largeur 2b. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Tableaux des 6 premières valeurs propres vb avec les valeurs indicielles, pour a/b=2 et diverses 
valeurs de hb : 


hb 2n=0, m=1 2n=2, m=1 2n=4, m=1 2n=0, m=2 2n=2, m=2 2n=6, m=1 

hb=0. o 1.7095156558218398 3.2090088239962555 3.3801236479753327 4.524073481004619 4.671808465838564 
hb=0.01 0.12396114313773413 1.7159312696334272 3.2129178017846596 3.383203203613018 4.526554764798307 4.674857838451709 
hb=0.02 0.1750049907050247 1.722298545788992 3.216808767559644 3.3862777524403422 4.529033734952617 4.67789641273172 
hb=0.04 0.24664327031027383 1.734890419067115 3.2245371537140968 3.3924116922777663 4.533984635158171 4.68394134697117 
hb=0.06 0.3010400313790831 1.7472958244497503 3.2321949519865147 3.398525198746437 4.5389259845423435 4.689943629349928 
hb=0.08 0.34642443397783484 1.7595191283881748 3.2397831133766175 3.404618012678712 4.543857588225941 4.69590361962926 
hb=0.1 0.3859970603100375 1.7715645259923238 3.2473025707676837 3.4106898843681925 4.548779253706051 4.701821676368378 
hb=0.2 0.5367671615119135 1.829258970999618 3.283900730175128 3.440727016731084 4.5732319553260465 4.7307954041093225` 
hb=0.4 0.7346900310539414 1.933325268046294 3.352433288673061 3.4991125933210907 4.621289465312495 4.785799179666197 
hb=0.6 0.8720244522264391 2.024565942230672 3.41536142980518 3.5551284799729475 4.668089134981005 4.837155692972592 
hb=0.8 0.9771114357020261 2.105103197558432 3.473314975533252 3.608693971878094 4.71350846881258 4.885175964585048 
hb=1 1.0614375004808592 2.1765854827583313 3.526823804176582 3.6597850807870653 4.757458538455858 4.930144265476918 
hb=2 1.322012350328366 2.4369781573010356 3.741469039917181 3.879732394343605 4.9539568373849825 5.1173761555093655` 
hb=4 1.5430034282353418 2.703203382125548 4.002506365191913 4.179277056919814 5.241024340229784 5.365453241256837 
hb=6 1.6410222383763635 2.8320084887494783 4.14721846742775 4.3626432293051876 5.4276620434585094 5.5170269198283135` 
hb=8 1.6960373539046503 2.906108339609809 4.235835183482085 4.482370840898458 5.553729310929383 5.615825569445763 
hb=10 1.7311583534492736 2.953793449489114 4.294639853285733 4.56536553762584 5.642890609107941 5.683892659906318 
hb=20 1.8064208593844797 3.056184700978587 4.424244308738809 4.759243609696683 5.839720474234388 5.855971218961544 
hb=40 1.8466345485204323 3.1105833852151092 4.493998340416785 4.870036509382444 5.925903031710367 5.979653535499633 
hb=60 1.860424460573876 3.1291294655896706 4.517770266868783 4.908788354628006 5.955390935954764 6.02309841431286 
hb=80 1.867391355655415 3.1384730807766617 4.529730293302926 4.928465677156847 5.970227607840084 6.045173226462595 
hb=100 1.87159443431495 3.1441008483344435 4.536926717772454 4.940362003001775 6.058520792593134 7.256737429593467 
bës 1.8885779313888178 3.1667651666100785 4.565836860628533 4.988560078306825 6.014955297104337 6.112586311726921 


Tableaux des 6 premières valeurs propres vb avec les valeurs indicielles, pour a/b=4 et diverses 


valeurs de hb : 


hb 2n=0, m=1 2n=2, m=1 2n=4, m=1 2n=0, m=2 2n=2, m=2 2n=6, m=1 

h=0. H 0.8675321722142821 1.6486564507364387 2.424722719572541 3.7941672615275874 4.359061658287793 
h=0.01 0.11654576423766297 | 0.8777415065673919 1.6542480002323636 2.428119760093588 3.2655961983974753 3.7970435918121286 
h=0.02 0.16440490664126206 | 0.8877882702177196 1.659800448739368 2.4315050428845195 3.268719897627591 3.79991519692467 
h=0.04 0.23134506670179664 | 0.9074135269637504 1.6707896607308301 2.4382405776790708 3.2749491861670346 3.805644132037508 
h=0.06 0.2819470714772192 0.9264442772114905 1.6816272401517263 2.44492980307615 3.281154160414767 3.811353872315048 
h=0.08 0.32398816106881106 | 0.9449132197448036 1.6923162144729578 2.451573189104333 3.287334627456372 3.8170442305542713 
h=0.1 0.36050061087599167 | 0.9628499561104316 1.7028594932483034 2.4581711967109463 3.29349040377229 3.8227150267905383 
h=0.2 0.49824982995953027 | 1.0454189020227285 1.7534849367948415 2.4904960575079853 3.8507697716660925 4.411093301832406 
h=0.4 0.675763248606363 1.182250862524781 1.8452176841405996 2.551981750617118 3.382766006297688 3.905327976085876 
h=0.6 0.7971153191928604 1.2915185888394296 1.9258778218697936 2.609538321376381 3.4389944322016333 3.9577354339318096 
h=0.8 0.889341970293095 1.380985188266182 1.9970427766024808 2.6634403490389795 3.492551791989302 4.007938457824291 
h=1 0.9631664517569102 1.4556520332275242 2.0600164243384307 2.7138887116645893 3.5434600665172216 4.055925240814119 
h=2 1.191952169081384 1.6982891048823865 2.285881416338724 2.9185842408387725 3.760990751590868 4.264043889730907 
h=4 1.3890969970261315 1.9152648870610838 2.509083938743019 3.1485795999924227 4.0541431392269365 4.552668119824215 
h=6 1.4781023263125366 2.014724430601757 2.6152967498256223 3.260761055408883 5.260810099741742 5.8152482575228595 
h=8 1.5285888968094026 2.071457659912808 2.6765083428250716 3.3255053258408958 4.85192435062544 5.381617909915199 
h=10 1.5610395029948556 2.1080191958411056 2.71612378656455 3.3674507157669744 4.429436978173164 4.9351824772031 
h=20 1.631208070889951 2.187250697100563 2.8022675148846217 3.458865481290904 4.617996350218452 5.131748247839552 
h=40 1.6690769385356639 2.2300552469985164 2.848891554216682 3.508490544370961 4.726101407518816 5.245238044086299 
h=60 1.6821267482651088 2.2448042934916024 2.8649583534889675 3.525616281809061 4.764003142973841 5.285101131601374 
h=80 1.6887324750253216 2.2522689277810573 2.873089037454735 3.534287385477311 4.783269562897038 5.305372119849999 
h=100 1.6927218430707296 2.256776481789009 2.8779983357255894 3.5395243997694115 4.794924641256559 5.864242957169378 
h=20 1.7088741917868138 2.275021657740813 2.897864673538085 3.5607270320041855 4.842203939983065 5.3673891554890965 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Tableaux des 6 premières valeurs propres vb avec les valeurs indicielles, pour a/b=8 et diverses 


valeurs de hb : 


hb 2n=0, m=1 2n=2, m=1 2n=4, m=1 2n=0, m=2 2n=2, m=2 2n=6, m=1 

h=0. H 0.4353099284237034 0.8293132592494032 1.2215982682024573 3.202953760091763 3.4606439980645067 
h=0.01 0.1135581742951614 0.45365286657608644 | 0.8392329168603351 1.2265748619814427 3.2061057086280793 3.463670664402132 
h=0.02 0.15984080962433428 | 0.47119473478514157 | 0.8490051373663432 1.231546747568422 3.209251383537073 3.466691711581224 
h=0.04 0.22403905222123993 | 0.5041648045973489 0.8681220271912385 1.2414794460855527 3.2155238144300755 3.4727168534958506 
h=0.06 0.27211299868681293 | 0.5346942466424448 0.8866912942196848 1.2514026675823176 3.2217708628216974 3.478719239185808 
h=0.08 0.3117660635858504 0.5631352141697668 0.9047373305733059 1.2613230317877209 3.227992348441694 3.484698692428399 
h=0.1 0.34601716518227993 | 0.5897607153778134 0.9222821327019275 1.2712474608363884 3.234188100505155 3.4906550452479537 
h=0.2 0.4742289264969534 0.7021095208452274 1.003140939378137 1.3211891813235226 3.264775519597486 3.5200849818452418 
h=0.4 0.6393783418216287 0.8628507951152768 1.1364525771822722 1.425214955041534 3.3239470012778485 3.5771375155833005 
h=0.6 0.7534612182167594 0.9776056091489412 1.241521803877924 1.5310075670871213 3.380390415913 3.6317156068838115 
h=0.8 0.8409849213516694 1.0664451356558893 1.3267476801725961 1.6216728089886894 3.4340914445380504 3.6837903849012243 
h=1 0.911516858367429 1.13844882825436 1.3975840977707135 1.694232944630677 3.4850833565786368 3.733376880175308 
h=2 1.132084283427668 1.3663565026841702 1.6268280781492213 1.9191353271410443 3.7024419666522057 3.9463267586112902 
h=4 1.323609700514501 1.5679006717344417 1.8336399778068604 2.1230716585584397 3.994236393648156 4.486295932690942 
h=6 1.41035597371574 1.6601480779714821 1.929741133879298 2.2195365655393515 4.171339148559202 4.665031430116321 
h=8 1.4596347595979409 1.7127510943715871 1.9848916198803421 2.275482294024042 4.2866690135730465 4.531311452684687 
h=10 1.4913397047552166 1.7466527745544365 2.02054596307005 2.3118901532590628 4.366574125517544 4.612574115724361 
h=20 1.5599880351286217 1.820162040285307 2.098082121323066 2.391719581159081 4.553473324309091 4.803470681898828 
h=40 1.597095475823224 1.8599269866331638 2.140112194219916 2.4353574713695068 4.660674437041532 4.913324813662029 
h=60 1.6098935458901376 1.873642038567346 2.1546162266852735 2.4504726525599385 4.698277233863481 4.951891855611317 
h=80 1.616374032339283 1.880586501401466 2.16196107166009 2.458137554593726 4.717396252039671 4.971504722343442 
h=100 1.6202884918023601 1.8847810466306827 2.16639765840204 2.462770841399109 4.728963784209013 4.983371775940603 
Ges 1.6361432753622749 1.9017684042222298 2.184366092660178 2.481561221387299 4.775901651997207 5.0315266890349495 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Valeurs approchées asymptotiques rand) des racines de l'équation déterminantale 


En revenant à l'équation déterminantale de départ et en supposant que l'on recherche les valeurs 
asymptotiques du paramètre q (ou v), on peut utiliser le même procédé de calcul avec les 
approximations de Goldstein, que l'on peut également affiner en argument des fonctions 
sinusoïdales. C'est un calcul assez similaire (approximation de l'intégrale différente) qui conduit à 
considérer des matrices principalement diagonales : 
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2 Jo cezp (6,g)ce,, (0.4) 2 fa 


D Cep Ci (o, q) i Orp 
Cosh(279)-Cos(28) ~% 


D > 
JCosh(2n6)+1  V2Cosh(m) 


es) A 
n,p 


En 2p © =| pates ln) Cosh(n ) 
1 


0=0 


Je, (x, q) E ce, (0q) Cas) (2n + cd ran 3) 
Cosh(x) 2 v 
q>>0 Posons q= 


Je,'(x,q)~ ce, (0,42 J4 4 Ca? qSinh(x)- (2n + I)ArcT dell 


> Emap ™ _ce(0.a) ; Sn pe 1 SEET (4n + Dretar an] = aus cSinh(no )- (4n + DCE) 


Cosh(no) 


Posons DU n) = veSinh(n)- (4n + aretan ami 2) => Gelle, 2p ) > BCos(y(v, No )- av Sin(y(v,n0 ) =0 


Les valeurs approchées des grandes racines de l'équation déterminantale sont donc celles de 


l'équation transcendantale plus simple : pay EEN +1) Anar) l 


On retrouve les valeurs pour les deux cas particuliers de Dirichlet (a=0, 6=1) et Neumann (a=1, 
6=0). 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Expression de la solution générale du problème aux limites de Robin homogène sur le cylindre 
elliptique plein 


Sachant que sur ce type de problème aux limites (réchauffement, refroidissement), il convient 
d'utiliser la propriété d'orthogonalité bidimensionnelles du produit des fonctions propres radiales 
et angulaires de Mathieu (voir également le problème aux limites de l'équation de Laplace sur un 
cylindre à section elliptique), alors la forme de la solution est la suivante : 


(1) Réchauffement C.L. SE BT| =BT CI T(n,9,0)=0 
c|Cosh? (n) - Cos? (0) EI Sei 
H 2x 
f f d dO(Cosh(2m)-Cos(20)bes, (nn bes, den 
2 KÉIER 0 0 
Posons om) Se F Ban E 1,2 
c ZE 
Í fan dO(Cosh(2n) SE Cos(20)fJes, (7, J2n,m D (cez, (o, An,m D 
0 0 
Some Kë =o m= 2 2 
TT) ER n=% m=+00 LÉ t n=% Disko Vinn A Vin ` y 2 
DI dree = Kä > Ban Jean (7. qon m) Ce (0, nm X e E Barten SCH Cern Ç SCH S ana 
0 n=0 m=l n=0 m=1 
(2) Refroidissement C.L. z oT BT) =0 CI T(n00)=7 
c]Cosh?(m)-Cos? (0) EI Ss 
10 
T ER n=00 m=+00 Vie c? Kand WË EH 
(2)> e = H 2. at (rte) incl" e ÖVanm t 
(3) Refroidissement C.L. g Li BT| =0 CI T(n,00)=T(n,6) tq G (7-8) T07.) 
cfCosh? (m) - Cos? (0) 21 la To(1,7 — gl Selm, 9) 
TAG 
l 2x 
Í fan dO(Cosh(2n) Ee Cost 2010, (n,0 Jez, (7, REI ke (6, Aai) 
B, =20 
2n — D 2x 


Í fan dO(Cosh(27) a Cos (20) Jez, hn, Oium D (ce, (o, dun IW 
0 0 


n=% m=+0 ,2 2 
(3)= T(n, 6,1) 2 Banen bh Jeno bh Lee 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites mixtes de Robin : cylindre de longueur infinie de section ellipti 


température, problème de refroidissement. 


ue soumis à une condition 
initiale de température quelconque, et une condition aux limites de Robin homogènes de 


1 O?T(m.0,1), o°T(n,8,t)| 1 êThn,0,t) ` 
c?(Cosh?(7)-Cos?(6))| an? 00? ô ât 
CL. Z Goal, BT(n.0,) =0 CI T(n.0,0)= f(n.0) 
c)Cosh?(7)-Cos?(6) Cu VE 


Dans le problème précédent nous nous sommes volontairement restreint à des conditions initiales 
de géométrie Y+X+ (par exemple une fonction TO constante), ce qui permet de ne développer le 
spectre de valeurs propres que selon les fonctions angulaires de Mathieu d'ordre pair. On sait que 
Y+X+, Y+X-,Y-X+ et Y-X- : 


toute fonction initiale peut se développer selon ses quatre composantes 


f(n,0)= frix:(7,0)+ frs x-0:-0)+ fr- x+0:0)+ fu Lu, 0 sachant que 


ole f(n,z-0)+ f(n.-0)+ f(n,0-x) a 
Jy, x+ Kach 
( 


Jra x+n,0)= fln, 4 


Jra x- 


Gei Dër saz 8) Ti 0)-f(n,0-7) E 


A 


Jr-,x- 


4 Te 


Compte tenu de la condition de régularité du gradient sur la ligne inter-focale la forme de la 


solution sera recherchée comme suit : 


Y+X 
E Minn. Hair. m, 


> Ainm ‘Je, D dn. 8 X+) cez, D ax g 


{n,m}ev; +X+ 


t DA Jet ai A ok 
T(n,0,1) = {nm} Vy- x. 


TFA = Y+X- Y+X- 
SR EEN E D Oiuim Lee, D d2n+1 SE 


{n,m} Vy, x- 


Kä Ers? mTO2n+2 D nn m }. SEn+2 D SE m a 


fn, m je He 


Les ensembles d'indices y désigne les indices des valeurs propres obtenues lorsque l'on 
YŁXt 


décompose chaque problème aux limites selon sa géométrie. Le problème Y+X+ a été étudié dans 
le point précédent, nous allons illustrer simplement les valeurs propres obtenues pour les trois 
autres symétrie compte tenu du fait que l'on peut calculer les intégrales rentrant en jeu dans 


chacune des équations déterminantales. 


Y-X+ 
Kë 
E 


+ 


H 


EE mg 


= m 


f(n,0)= f(n,27 +0) 


fra x+(1,0) 
n,7-0)= fr, x-(n.0) 
Jr x- CH ES —fy+, x- (7,0) 
` f(n.0)- las -0)+ f(n.-0)- f(n.0-x) (ie -0)=-f;.x,(7,0) 
P e DÉI D 
Ze (7-0) be 


to ei. (0) HUE: 0) f(n, 0)+ f(n,0 x) a d 
7,-0)=-/f;- x-0 


fyna (7,0) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Compte tenu des expressions littérales obtenues pour les intégrales suivantes, à l'aide de 
coefficients de Fourier des fonctions angulaires de Mathieu : 


1 22 
En posant ofn) = aisea) (Cosh(n)) 


el), (a)= len, (256)ce,(0,q) ce, (0,q)= $ ASP fago DE +60)+ 42 (+80) 
0=27 1 E AE 
, 1 ce, EH sc / = Kë 
15, all Í dÉi —— 2 O7) (q)= db H SE 
Spon(1:q) e | oem) CC) > (ro Se, (a) 2,0 m5 JP5r2n(9) 


2m l=% l=j-1 
j 1 j 1 + n+ + n+ + n+ 
OPA omi (a) z 75 f a0 Cos(2j0)ces pa (0,q)cesnsı (0,q) F Su OLSAN A Lola Ar, DË "eil Ar Tieafrct, (4) 
0 1=0 1=0 


Q 1 (Cosh(2n)) 


0=27 


d LEE UE E E GA Ki | a (2,5) 
I +,27+1 E eeng dü = © Se n+ a G;|2 à ©) {$ n+ 
2p+1,2 Ju q) Í Sagar r À IC 2p+1,2 (a) CH DEA 2 | 2p+l,2 1(a) 
j 1 = n n Et n 
vi HE peos o 26 toute] DE 
l=1 l=1 
PEA ı (Cosh(2n)) T 
s 1 se, (0,q)se, (6, q) 2 ZS e S ( j) ) | d ` » 
I ,q)=— d0 Wgl > G 2N, > mech, EA 
2p,2n (n q) T H VCoshCn)- Coso) ` x e 1+0 0) 2p,2 (a) 2 J d 2 2p,2 (4) pour p,n 
À 1 z Dt n+ + n+ Ce n 
E (a)= l D DEA ole BRE (OBN "eil. Wifi 
1=0 1=0 
0=27 0 1 SCHEI SE 
$ sez p lä bell W2 S À GA À | J DA 
D p41,.274111:4) = — d0 = Y Së n+ G;|27,- |P +1,2n+ 
2p+1,2 i(n q) Í Teann- Coo) r À IC 2p+1,2 1(a)= H j| 4n 2 | 2p+,2 1(a) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Et de l'application de la condition aux limites sur le bord n=n alors les 4 équations 
déterminantales permettent l'obtention du jeu de valeurs propres du problème aux limites (à 
chaque fois nous donnons les trois formes possibles des équations déterminantales) : 


E 27 
SC “a? (n4 cez (o, q Xen, (0, q) 
EIER = o Jena, OR) N 2 di d 2 


JCosh( 270) — Cos(28) Eau EA: Eau MN 
_.Q 1(Cosh(26) Eso Bss Eoy 0 e 
4a dJe, Diana) I- ; Derat 
Y, X, >34 En2p = cle, (0:46, p T T H fra) o$) lae A= re Es2 E44 i S = 0 
dJe,,(n,4) %3 1 à E EE e 
Ke EEN e pc Jen IEN od? zk 2 ) G; fn je, (a) 
j=0 


a V2 die io, al SE ces, deal 0 
dn Se JCosh(2n5)-Cos(26) Bi Ba Eis 


Latz = Dr Jesu Io, 9, t 


Qı (Cosh(2n) E en, a 


4a de, ul dl 5 2,j 
YX, 4 Emnopu = BC Jez pa ia d np + E ( JA Oph onal) Ara Ess Ess m n =0 
T 7 Co + j,0 


„a J3 Yerma) S 


Kg Ezn41,2p+1 T B c Je, CI dn 


g 1\ 6; Taa G E 
G; h Dann (a) 
0 


J 


od? die: ad) E sez p (0,q)sezn1 (0.4) 
dn Zo VCosh(2n)-Cos(26) Fos Ti Ers Ge dl 
jl  (Cosh(2n)) Bi Ba Bys ara 


à (2.5) 
D (ra, PT nul) © A=|Es; Esg Ess … =0 
j=0 ER o) 


Essn2pu = Be Joz uno KR, H 


Aer dozu 
Y,X_ 1 Ezn41,2p+1 T Be JO; pui DÉEN + T S 


dJo k 4) (1 D te or 
2 Eny 2p+1 — = B C Joz, (70.4), >P +a 2 SE ° G; H DE 
j=0 


n,p>0 EIER = Bc Jo, BEE ` 


a 2 Wal No:4 dÉ Sep D q )se,„(0, q) 
V 


Cosh(2n0)- Cos(20) E E ut 
NO (Cosim) E43 Eya Egg  … 
4a dlos (70.0) 5 2 | i | 
YX nes bunn De Join, OR, = E H (ECH SE (4) SA4A=|Ee2 Eau Bas i i =0 
dJo3, (0.4) € 1 j a d e e 
© Esp Gei pe Joz, (10:4)5,.» a 2 al ° ) G; H kri (a) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Dans cet exemple nous nous contentons de donner les valeurs propres pour les trois composantes 
Y+X-, Y-X+ et Y-X-, sans donner la forme de la solution générale qui se construit de manière 
similaires au cas Y+X+ précédent et conduirait surtout à des formules disons plus « lourdes ». 


Comme le produit vb, solution de l'équation déterminantale, ne dépend a priori que du rapport du 
grand et petit axe de l'ellipse voici le tableau des 8 premières valeurs propres vb avec les valeurs 
indicielles du problème Y-X+, pour a/b=2 et diverses valeurs de Bb/a : 


Bo 2n+1=1, m=1 2n+1=3, m=1 2n+1=5, m=1 2n+1=1, m=2 2n+1=3, m=2 2n+1=7, m=1 2n+1=5, m=2 2n+1=9, m=1 

B=0a=1 | 0.93678781460751 | 2.46453298779908 | 3.94462670053533 | 3.93573886319740 | 5.14087290832046 | 5.39073583581077 | 6.44559520790549 | 6.80547719250489 
51 5 4 53 3 7 8 9 

B=1a=1 | 1.57065920084717 | 2.83789219458563 | 4.22915059773010 | 4.19201269942796 | 5.35113137951920 | 5.64124856712012 | 6.61170555278199 | 7.03838082659232 
07 17 5 6 8 1 9 9 

B=10,a=1 | 2.32019328770752 | 3.61526999129424 | 5.09230521119827 | 4.98579531751436 | 6.21479094328412 | 6.38885144125371 | 7.41320099645231 | 7.80251509232957 
24 1 7 8 5 7 7 

B=100,a=1 | 2.48529636189911 | 3.83140890909385 | 5.25423150795660 | 5.48818476131419 | 6.64880404072286 | 6.70885366344341 | 7.88031143882554 | 8.17470690973171 
55 77 6 25 9 5 6 6 

B=1a=0 | 2.50508096080451 | 3.85711085339225 | 5.28651087215892 | 5.53934845952413 | 6.70572364486203 | 6.74831143218199 | 7.94282876137967 | 8.22191660138462 
64 73 6 65 65 9 7 2 


Voici le tableaux des 8 premières valeurs propres vb avec les valeurs indicielles du problème Y+X-, 
pour a/b=2 et diverses valeurs de Bb/a : 


Bo 2n+1=1, m=1 2n+1=3, m=1 2n+1=5, m=1 2n+1=1, m=2 2n+1=7, m=1 2n+1=3, m=2 2n+1=9, m=1 2n+1=5, m=2 

B=0,a=1 1.76769995975298 | 2.91758242408811 | 4.19117502278547 | 4.95952592889212 | 5.51854519381147 | 6.07512005858413 | 6.86729348786750 | 7.27198023932490 
5: 16 25: E 5 3 4 1 

B=1,a=1 2.24169364003724 | 3.31476050324912 | 4.52539589619764 | 5.15678269650824 | 5.80955766281569 | 6.24919775538845 | 7.12477518307565 | 7.42410952420240 
3 25 55 5: 55 4 5 7 

B=10,a=1 3.13041681790178 | 4.23789126663065 | 5.44498420076714 | 6.01680493062174 | 6.71431580289038 | 7.08083785865452 | 8.02083155323282 | 8.21446497603852 
93 8 8 15 6 4 

B=100,a=1 | 3.39323723222330 | 4.54660103007275 | 5.79768283402368 | 6.49181278449245 | 7.11036409931367 | 7.59122175417689 | 8.46076076521325 | 8.75535025597175 
73 9 74 1 1 2 7 4 

B=1,a=0 3.42588170170696 | 4.58508769918180 | 5.84203566934046 | 6.55553771720248 | 7.16087889222961 7.66085861811503 | 8.51783383716200 | 8.83071849914525 
67 6 05 1 9 3 3 4 

Tableaux des 8 premières valeurs propres vb avec les valeurs indicielles du problème Y+X-, pour 

a/b=2 et diverses valeurs de fb/a : 

Bo 2n+1=1, m=1 2n+1=3, m=1 2n+1=5, m=1 2n+1=1, m=2 2n+1=7, m=1 2n+1=3, m=2 2n+1=9, m=1 2n+1=5, m=2 

B=0,a=1 2.32062276369582 | 3.54447666969971 | 4.8507503334816 5.50596696152002 | 6.19142998047861 6.66454704398731 7.54471023909794 | 7.89533596330102 
8 6 1 8 35 6 

B=1,a=1 2.75591355168549 | 3.9075815028205 5.16115758429552 | 5.69155609740376 | 6.46671005254563 | 6.82742938180917 | 7.79177001524695 | 8.03725790967174 
33 9 7 8 6 1 

B=10,a=1 3.66876245896648 | 4.83167775014423 | 6.07364256338102 | 6.53937694437252 | 7.36433526788643 | 7.63967712350122 | 8.68334579951307 | 8.80389153611252 
2 $ 8 4 $ 5 5 

B=100,a=1 | 3.95489776415102 | 5.16251050878208 | 6.44805993500187 | 7.03269145429813 | 7.78196389635315 | 8.16591130178357 | 9.14502260438988 | 9.35822711579898 
7 8 2 1 2 8 

B=1,a=0 3.99048417825336 | 5.20390595868876 | 6.49544669353893 | 7.09939890838969 | 7.83571082397906 | 8.23843230429533 | 9.20554488039512 | 9.43641388361141 
67 2 5 84 5 3 5 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec deux conditions 
aux limites de Robin homogène: cylindre creux de longueur infinie de section elliptique soumis à 


une condition initiale de température fixe To, et des condition aux limites de Robin homogènes de 
température sur la surface extérieure et intérieure, problème de refroidissement 


Le régime transitoire est solution du problème suivant, étant donné que nous devons prendre les 
dérivées par rapport à la normale extérieur aux surfaces où les conditions de Robin s'appliquent : 


At g ct. 1 270801) =0 CI T(n,80)=7, 
ô ôt 
a ÔT(n,0,t) Kä Bu 2) 
CL. -Bi T(n,0,t)  =0 +B; T(n,0,t)  =0 
cJCosh?{m)-Cos?(6) ên e cfCosh2{m)-Cos2(6) ên We 


D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution complète est à rechercher 
sous la forme d'une série, la multiplicité des valeurs propres du problème aux limites est fonction 
des conditions aux limites homogènes. La décomposition est logiquement à double indice, un indice 
n lié à la décomposition en fonctions angulaires périodiques de Mathieu, et un indice lié aux 
valeurs propres qnm obtenu d'après le respect des conditions aux limites homogènes sur la surface 


n= m= Si E 


pour chaque indice nz => T(n,0, t)= > Ka An, men D REI? m )+ Ban, mNezn D dan, m } Cern (o, Ian nk 


n=0 m=1 
Les calculs sont assez similaires aux exemples précédents, à ceci près qu'il y a maintenant deux 
conditions aux limites de Robin donc deux système linéaires infini. En théorie pour avoir une 
solution non triviale (nulle) des coefficient B;,, il faut que le déterminant infini soit nul : 


t 


S a V2 IR 7 cer (0, dke: (0, q) 

cp, dde, (m, q)+ B> „Nen (m q)8, , -Z {a Je, ln. ali B Ne ln. El p S e 
z nl 2p 27 (n q) 2p4V@27 (m a) sH = { 2p%€2p (m q) 2p 2p" (n.4 Tm TAE Coso) 
= J2 E ve kel, al 

ef, |A pIe plm: q)+ Bap Nez (12,9 On p + 2 Mapen p' (2:4)+ Bap Nesn (12.4) f dü = = 
a Si 2p*°2p AN EI 2p 2p V2 } Pp { 2p*°2p 2 2p 2p 2 } H JCosh(2n, )- Cos(26) 


0=27 
Posons La m»4)=— 


ce», (9,q)ce» (0,9) ae Ga qo 2 (6:4Xe,(0,9) 
/Cosh(2m )- Cos(28) ot /Cosh(27 )- Cos(26) 


p=% 
D Ap CAM (n.a, Wa ir; (o, ale, Aa all B;, kp e, (n IO di NET pon (m.a)Ne,, "(m.a))= 0 
p=0 


p=% 
D Ap TAN (m > Ip + 6 (m H qe, "(2 Ah Bap TAH (n. Ip Ta V2L pan (m H dg les, ln: H a)- 0 
p=0 


à 2 2n 
Indice de Kronecker ô; ; yp) z DZ eil via, el 8.4 A. (a el + al 


(Cosh(2n)) 
Sc +Y), (a) 


0=27 


1 
acht dl f dü 
0=0 


Ce p (0, q)Xcezn EI _ 22 € ee 
VCosh(2n)- Cos(28) T 5 (1+0 


Jul, 0, B,a)= BcJes,(n,4)5,.p +a V2L alt, ée (1,4) er. BcNe;,(n. DEA p+a2l,, an, des, (n, q) 


Dram 
D Jan2p 9 Br), SZ Nal, 9. Éim )B2p =0 

< 5 pour n= 0Q,l,2,... 
D Jin2p M4, Br) A + Na, 2p (254; sos )B2p =0 


p=0 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


En introduisant un formalisme matriciel, on obtient un unique système linéaire infini, comme suit : 


pi sch dn Alte Va, (q XI Fo AE es 2 (q) e ol 


1 er ce, (6, q)ce,, (o, q) _ 292 S SE 


1 1 (Cosh(2n )) 


Lopan (n, q)=— z SR d0 


eg ele Beie, (1,4), +aV21,,,,(n,4)Je,,'(n,q) 
Nu 01,9, ol BeNe,,(n,4)6,, +aV21,,,,(n,q)Ne,,'(n,q) 


p=% 
(1) KSE M4,P, > IER + Nz, 2,4, Bo )B;, =0 
p=0 


p=% 
(2) È an2 014 P202) + NI, Ba )B>, F 0 


eha- LL na pel N(n.9.8. 
LG (n4, 8,0 )A + N(m,9, 8—0, )B = 0 SE , Bol 
J(7:,9, B,@)A+N(m,,q, B,,a,)B =0 

N(m,,9.B,,-a) 


Ain. of, gr 
Ni, ao, 


= pel 
Ain, a Bo, 


a)= [N.,2, (7,9, B,a) 


N(n,.9.B,.-a) 
Ain, a Bol N(7:,q,B;,@) 


Cosh(2n)- Cos(26) m F 1 + Ea) 


| 


|- 


Dans les cas limites que je vais exposer plus loin, il y a un intérêt à présenter le problème en 


introduisant des matrices adjointes : 


(1)A = SIE D a, J KÉ a, lp 
Di Ni, ao: Ip Ain, d Bo: Minaa Nm q, 21-0, lp =0 
Ke Mo. apal J(7:,9: BO. Min, q,B, Dez IT io. ap. UR = 0 


>> E(n,,m,9, Ba, Bol Le 2:124, Bon, B.a.)- Nina. B-o-L-Aln,ofB-o- Hin. o Bol N 


2 E(n,,1,q,8,,@, B,,a,)B =0>4= det(E(n,,,,4, Bo. Bon Eh Es 


E, à 


(n, UE IO vU } 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Avec les matrices adjointes , il vient une formule plus symétrique : 


= J(m,9,B,;-@) SS N (nq, Ba) 
Det(I(n,,q, B > Det(N(n,, q, B —@)) 


Posons E(n,,,9,B,@,B,,@,)= Det(J(n,,q, B,,-@))Det(N(n,, o, 6-0, )Elm,n:,9, Bo, B202 Nino, Ba) 
Det(J{n,,q,B,,-a Wu E Déi IN“ (nq, Ba Ee 

STEE EEN Hin. 4. 8-0 Na, Aal y KA) | 
— Det(N(n,,4, B,- Wäin, a. Bo, MIB) 

et Enn. 0.0, B,,a,)B = 0 & Det(E(r,,n,,q, Bo. Bol 


An... If F ) N(n,,q, B-a)" 


Et surtout l'intérêt d'utiliser les matrices adjointes est d'éviter de rencontrer des pôles générés par 


-1 
la matrice inverse * (m4, Bia) lors de la recherche des racines de l'équation déterminantale. 
Remarque sur la simplification du déterminant 


Dans le cas où certaines des 4 sous-matrices commutent deux à deux alors le déterminant 


D Re N(m,,q,p, el Ha 
et =0 
J(7,,q4.B,,a;) N(n,,q,B,.a;) 


se simplifie. Posons un déterminant avec 4 sous-matrices de la forme suivante, on a diverses 
propriétés du déterminant par bloc : 


A B | | - 
Si A inversible Dale a = Det[A.D - A.C.A" B]= Det[A.D- A.B.A~.C]= Det[D.A -B.A CA] 


>Si CA=AC> Det = Det|A.D - C.B] = Det[D.A - B.C] 


— Si B.A = AB > Det = Det[A.D -B.C]= Det[D.A - B.C] 


A> om S 
Ge o o 


, , A B LA 
Si Dinversible Det EE? = Det[AD-BD Cp] 


A B 
>Si CD- D Dale D = Det[A.D -B.C] 
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Ces propriétés peuvent être mises à profit lorsque les conditions aux limites sont homogènes 
Neumann ou Dirichlet sur l'un des deux bords, sur les matrices suivantes : 


us BeI"%(n,q)+a 2 J'Y (n,q Ha. al 

N(n,9,B,a)= Be N” (n,q)+av2 Ni (n,4)At(n,q) 

ee B = N(n,,q,B.,-a) 

C=J(n,,q,B,-a.) D=N(7,,q,B,-a.) 

a= B gg gd Ga) no) 


Si p ep a’ =a, dB, =0— V2 


A.B = BA 


c'= e iz oa SE J (n, git (n,a) 


Si Pr =P 0 =o Gëss 
C.D = DC 
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Cas limites permettant la simplification de l'équation déterminantale 
Condition homogène de Dirichlet/Neumann de part et d'autre 


Lorsque les conditions sont homogènes de part et d'autre, les coefficients o, 6 suivent des relations 

simples qui permettent de factoriser une matrice diagonale dans le système linéaire résultant. La 

seconde matrice n'a pas un déterminant qui s'annule. Les calculs indicatifs sont les suivants et 
conduisent à l'annulation du déterminant d'une matrice entièrement diagonale : 

Avec a+B.=1 ae} a,+8,=1 æ, € f0} 

male) Pole, (n,4)5,, +aV2Je, '(n,4)L,2,(1:4) N,2(1:9,B.a) Z (Bene, (7,46, +a Ne, ‘a)n ma) 

Win. al SS JE na) JS DÉI = Le, ap, ee? (n,q)= IT EE Ni (7,9) SS [Ne,, na, Ke (7,9) = [Ne Aa ak, 
An, Bol Bel" dkeed MT" lo allt. al Mun, Bol BeN" (7,g)+ a 2N%* le. 

Or D = B, o 0: o =0 is =P, o. =¢, @,ßp,=0 


EIN fy (na) SCHER Beat f Trio. Al - 7 e Chay Itla 


= J(n,,4, b,- F. KU? ) = äer DÉI E AR DÉI EN De DIE? d'Ni (on alidn, al 


= J(n,4, B-07 Nn, 4, Bak BI" a Nr. alain al N (a) 
Bed (nq) + 0, Birch. al, q) = (8,3 (1, g) + a, Birch dëi: 4 
B,N" (n,,q)+ a, VZN (n,, atl, q)= (BL TEE TTT ET 
BONE (m,q)+ a, 2N" (m,,q)- 
SHEET Te (mai Win a Il + a,It(n,,4)) 
HTH E 
vn, o Det(B,1+a,It(n,,q)# 0 
Comme {p,3%{n,9)-0 8% (n,) 83%, af Sch dodra N (a) 8 Nei, la (a) 


BJ" (7,q)-a,3 me) Er + DiguateAen = 
c 2 


8 KC (n, , q) = od" (n, , all, Le (n, , q)+ a N° (n, ; a)- 
8 wii, ale Mrt, allge 


De même 


EE 


ärch. al-adefn. dë N (17,4) + aN (mg) 

Je wei, dl-o Melo, allge, + a3" (0,0) 
Eln.m.9,808,.0,)8=0 € Elm.m.q. Bn, B,,@,)(B,1+0,At(.q))B = 0 

Delta, Ba, fol DelElm.m,9, Ba, Bo let ës am, dl Delfin. de, 


Soit EELER 
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La matrice étant entièrement diagonale, l'équation déterminantale devient une simple équation 
transcendantale : 


[B3 (7,9) a 9" (7,9) BEN 4€ (m, q)+ aN" (7,4) | 
E le e (m > q)- Qı NA (n > ole, dE (n > q)+ a Deeg (m > a) 


dJex (m, dNe- (m, 
si {Ben e)-a eutn || ge.) Le, eam a) 


Em) | 


S E 
Della 2-9. Be, Bols |] Ge 
= dN f dJ. , 
ES = AA.) Pend gen Io, alte: Ji 
VI 1=0,1,2... 
den: delt: de, (n, dë de? 
Läit: K Held) pue, m» d 22 Re SS [sines (m,4)- Œ letscht a) SE 


Condition homogène de Dirichlet/Neumann sur un seul bord 


Prenons par exemple une condition de Dirichlet/Neumann sur la face interne du cylindre, il vient : 

Avec œ+f=l oe {1} = b? = E a” =@ Gu =0 

Jn2p(7:9,B,a)= Beiler, Io, OR. +aV2Je,,(1,4)L,an(1:4) Non2p(1:4,B,@)= (Bee, Jo ap, ETC 

Wo, al-h-—laal 3% (7,9)= le, (n.0)5,,1 I (n,9)= es, (n.9)5,,1 NE (7,9)=ÎNes,(n.0)5,, 1 NES (rq) = [ve (7.996, 
An, Bol Belg, ale od A0 (n,q)it(n,a) N(n,9,8,a)= BEN VE (n,q)+ a IN VE (n,q)itln,q) 


> Ain, 0 Bell D Trein af! -g na) Io al = fa di (q)! Lg (pq) bin, af" 


Dei 


=> Alma, b101 TT Nina, Bols a I” (mq) - pI“ na'na |f CNE (mg) a AN (ms .q)It(m 9) 


An, 1-01 TT Na Ben BI (mg) Nina UE aal NUE (m,a) 

Comme E(n, 12-4; B;@; Ba, @>)= N(2:q: b202 )- I2, Base) m9 OESCH 

> Elm,1,9; Bo fol Nim: o B-o:lL-Altsg fo: Joaten al! Nie, a- od Io al! Ne on, all 

Comme p3" (a) + a3" (mg) n N (qe aI (a) NE (og) 8 Nie dra Mie (h,a) 
fats m, al oui (m9) Elm-n3:9 Bai, Pasa) = 

= fp 3t (mq) +03 (m, alle, a. 82202) 8 N° (m,a) +a N fo, ail: AB. 

Soit Eln. OCH b202) = Jee a: Cf e (4)LN (m9, AE ls, NÉE (m, q)+ a Nim (n9)}(m,9, 8,0) 

> Delfin, o. a. Do. )= 0 
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Très concrètement le calcul des coefficients de la matrice est alors le suivant : 


H j 1 = n n 
Indice de Kronecker ô; ; ei, (4)= 2 aeoo age (0) +ô 0 }+ 42 (a + ST ) 


, eil 


Lab: l Ta ce,,(0,g)ce, (0.4) e Ly 5 
JL VCoshOn)-Cose) = & (+60) 
Jl, fol Beier lg 2 oli al Werp") Aal, Bol Becher, DA, +22 pal ler lol 
La V8 0,9) On, NO Ba) NE gg) m2. B20) 
En = Bider(s9)- aile) (9 MN an ap: 4 Bart) (Bien plan erla lat: ds Bas) 
A 8 al Eat len leie 4, p +2421 p dess éll Wes, ONG (29) p zess des, Jl 
= Ez, ap ae, Wien, nées, Dë lest 9)Nen, (2,9) + 2 Dn, élten, (sa Me) lt: dl Aer, fo deng: ol 
DEET TTT 
= Ez, ap ae, p Vep (m, ler At: él- Nez, (m: Mer (2.9) + 2 V21 p an: 9 Men (ns lier, Ir dl Nesp (sa Wea, lol 


all. al rein al-Je,, le ag, p] 1 (7,9)=Ues, In ab,., 


Dégénérescence vers une configuration circulaire 


Lorsque l'ellipse dégénère en cercle, les formules de passage suivantes ont lieu : 


Ellipse grand axe a, , petit axe b, = c = es he a, = cCosh(n>) b, = cSinh(n; )= M = Arecos 2) 
c 


2 
Ellipse grand axe a, , petit axe b, = a, = cCosh(n;) b= cSinh(m ) => M = AreCosh| a ) c=b, 2 1 
c 
cCosh(n) >r el? 
>c 
cSinh(n) >r 2 
ce” ce” 2 dr ch? 2/4 


Sr >r Ei qe” >v’ >q > 5 >v 
2 4 dn 4 z 


da > KÉ >c>0 et M2 D et l > F2 = 2 bi 


Cen (9, q) > A Ce» (3, q) > Cos(2n 3) Je;, (n, q) > P'an Jon (vr) Nez, (n, q) > P'on Von (vr) P'on seneutralise dans le développement 


Jez, '(n,q) > P'an TONI NON EIER P'an vr lu) 
Si bien que l'équation déterminantale se simplifie également: 


V2 ce 


C 
HIE 0 ët dl np et 2 ST Bpon(n 9) Ënp 


Alt, d, Bols P'an Côn pPI lvr)+ av Ae ul y 
; = J et N matrices diagonales 
Nzn2p(0, q,B,a) F Pon Côn, p Lon, (vr)+av Yp (vr)) 


Ed Alan, a, B-01 Els. Bo, Bol J(m 4, Be Nm a, Bo: Alt, B,02 Nid, B1—01) 
Equation transcendantale 


Loun Lou PAU) RACE DOE (B-J (vr) +a Jp Vo Na, Aen L-ou run U 
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Dégénérescence vers deux bandes centrées de part et d'autre de l'axe des abscisses 

On cherche à calculer la répartition de température sur l'espace sur la bande supérieure (ou 
inférieur) situé entre la hauteur b; et b, donc de largeur b-b. Il s'agit du cas a:/b;,->c et a,/b;->ce,. 
Les paramètres du problème aux limites prennent la forme suivante : 


b 
c= a? -b Mm = EE x ArcCosh(1)=> ps bas cSinhlm > )= C2 © A2 > M © SS — 0 
2 


Dans un problème cartésien, la condition aux limites radiales se transforme en une condition aux 
limites angulaires pour les valeurs Ÿ=n/2 et Ÿ=-x/2 et, soit en y=+b:2 et y=-b:2. Soit : 


O?T(y,t 1 ôT(y, KR sv? 
re S Als -ancola OA ee 
OT „t oT „t 
Bir: 62) =0 BT(»,t)+a, C1) 
Ou Sg ôy Ps 


B2 {8Sin(v(b: -=b )+ æv Cos(v(b, =b )}+ av {BiCos(v(b, =b )- avSin(v (b, -=b )} =0 
Ke (av? — BB kaalt, -b DER (804 "o: )Cos(v(b, -b )) 
© (av? — BiB2 Kach (b, -b Ab ACTE +aB) 


Voyons la simplification de l'équation déterminantale et comme auparavant on utilise l'expansion 
au premier terme de Goldstein des fonctions radiales (voir A.Erdelyi H.Bateman- 
HIGHER_TRANSCENDENTAL_FUNCTIONS_VOL_II, formule 7 section 16.7 page 127 pour la fonction 
Je, ainsi que MachLaclan Theory and Application of Mathieu Functions, additionnal results 6, page 
385, formules (1,2) pour les fonctions Je et Ne) : 


Jan2p (n, q, p,a) = BcJe;, D DE F od Ale, '(n, pan (n, q) ÉITER (n, q, p,a) = (BcNe,,(n, Iôn, p + av2Ne,,'(n, por (n, all 
do. allt, all Aires al- Us, fal, 2% (n,4)=bes (e. alg, Jl wiss al-Jye, Je. ale, NEE (1,4) [Nes (7,906, ] 
J(n,9,B.a)= BI %E (n,q)+a V23" aalt. al Na o. Bol BeN": (n,q)+ a V2N'%E (n,q)At(n,q) 


SE cep(0:4Xe2(0.9) ër ô 


do dece, (0, D n,p 
Dei Sin(@) T j pl oke, q)= 


Don q) F 


Ji 


> 20,9 ole (Bce, ,(0,q)+ ole, (n 7,4 a, Nan 2p11,4, B-a) = (BcNe, (n, q)+ aNe, (na), 
eg Je,(x,q)= a Cf) Ne, (x,q)= cen(0.9) Sin [aSinh(x) 
)= elt ae CoshQx)Cos(2/asinh(x) 


Je,'(x,q) x ue, La Blo Cosh{x)Sin(2 [a Sinh(x) ) Ne, We 
2,2 
Posons q= SC > 2/4 =vc et SE sub et Hetz sub, et y= cSinh(n) et An Alle 0 Yq 
az di 


SS 
a 


o „ôn pe(BCoslv »)- av Sin(v y) EA 


Maul. Bols À n pp c(BSin(v y)+ av Cos(v y) 
Flop: 0 Bo, 2,02 )B = 0 Alma, Den )E UDO CET = 0 


© Det(I(n, q, 61-a DNg 0. B202 )- (73,9; Ee: IN, Dm 0 
> (Bi Cos(vb, )+ av Sin(vb, DUA Sin(vb, )+ QV Cos(vb, )= = (B: Cos(vb, )- Kë Sin(vb, DU Sin(vb,)- av Cos(vb, ) 


= Log, -dV ` (sin(vb, )Cos(vb, )- Cos(vb, )Sin(vb, ) = Ale, B, + Bic XCos(vb, )Cos(vb, )+Sin(vb, )Sin(vb, ) 
Ke (8,8, = oo" ]sin(v(s, -b ) = (ab; + Ba; JCos(v(b, SH 
Ke (8,8, aa? Kaale, SA ))= -vla b + piaz) 


C'est bien la même équation transcendantale. 


b, = cSinh(m ) bz cSinh(n,) Ess f z0 SE ) zl 


ns ([Coshfn,)s1 
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Valeurs approchées asymptotiques des racines de l'équation déterminantale pour le problème de 
Robin bilatéral 


En revenant à l'équation déterminantale de départ et en supposant que l'on recherche les valeurs 
asymptotiques du paramètre q (ou v), on peut utiliser le même procédé de calcul avec les 
approximations de Goldstein, que l'on peut également affiner en argument des fonctions 
sinusoïdales. C'est un calcul tout à fait similaire qui conduit à considérer des matrices 
principalement diagonales (attention prise en compte différente de l'intégrale des fonctions 
angulaires de Mathieu) : 


aJe, ,'(n,q) aNe,,'(n,q) 
1 hate äech Cost) Ô, Nä. Bols Pe d. 
Je, Lal Su - Cof is Sinh(x n+1)ArcT. dn SP 


ATE oe, dl len VaSinh(x dde) 
eo 


2,2 
Posons g= >q =ve 


>0 
À 4 


Ne, (x,g)+ ce, (0,4)2 Ja 4 Ciel? maer rc Tanh :) 


JCosh(n) 2 


Ni AUNT B,a)* Genf re | p Suf vosila )- (4n +1)ArcT. af L di H +av Cof vesino) -(4n+1)ArcT. af SEI 


té Ba)= ed 5 Ô, p CET )-(4n+1) Arcta Tani EN x> {ns arctan Tan? ) 


Posons y(v,n) = vcSinh(n) - (4n + I)ArcT. CL SH 


En: B,,0,8,,a,)B = 0 Ain, 0 Bo Ein. n.a Bo, o, IR =0 


(B, Cos(y(,n))+av Sin, n, WE, Sin(y (v, m ))+ av Cos(y(v,n,))= 2 Sr 
o an sen Nasita rarer br) a) 


Les valeurs approchées des grandes racines de l'équation déterminantale pour le problème de 


Robin bilatéral sont donc celles de l'équation transcendantale plus simple : 


Sinh 12- 
(ab, +a,Bi) 
e 1 e 21, = Tan ve(Sinh(n )- Sinh(n, ))- (4n +1)ArcTan A 
aa" -piba Ska 
H 
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Mise à l'échelle des coefficients matriciels 


De part la construction du déterminant dès qu'un coefficient est plus grand que l'unité par effet 
multiplicateur la fonction déterminantale à tendance à diverger. 


Al, fl Bcle,,(n,4)5,.,+aV21,,:,(n,4)Je,,'(n,a) 
AN, Bols BeNe,,(n,4)5,, +aW21,,:,(n,q)Ne,,'(n,q) 
Aa o Bel-L loo, Bel N(n.q.B.a)=[N,,:,(n.9.8.a)| 
5 (mn, 9, 8-0 )A + N(m,9, 8—0, )B = 0 e Ki Bel Ee H S 
J(7,,9,B,,a,)A+N(n,,9,B,,a,)B=0 Lä, o, Bel Nit-af-ollp 
Dee SE 
J(7:,9,B:,a;) N(7:,q,B,,@) 


Selon l'expression asymptotiques de Goldstein pour un paramètre q grand, les coefficients étant de 
la forme : 


Jan fals Ge TON rail: HE surf] 
Va a) alaa, A svt) aP cuf Lt) 


Ces coefficients peuvent être rééchelonnés de manière à ne pas dépasser la valeur 1, autant que 
faire se peut : 


Laos sa Jaya p a)x cor rar} 24 surf) 
Leg E aa, sr (re) rec) tr) 


exce (0 
2 2 
pak IR 


>J, »,(1,4,b,a)< Na Ba)s 


Il peut être donc utile d'utiliser des valeurs rééchelonnées des fonctions radiales bornées à 1 
lorsque q est grand : 


Cosh(n) 
ce (0, q) q NB1c+2a Ja 


Cosh(n) 
M2 (9 Ba)=- e.(0 TP ee 5 n, q1,» +a\21,, Ju. q)Ne,,' (n, all 


A lung Bols 


da 1,006,,+aV21,,(r,4Ve,, (1,4) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Scénario de résolution de l'équation déterminantale convection bilatérale 


Tout comme la convection unilatérale, on détermine les racines de l'équation déterminantale pour 
une dimension finie N. Le principe de résolution consiste à examiner la convergence des racines 
successivement obtenues par l'agrandissement du déterminant fini en commençant par une ligne 
et une colonne pour chaque sous-matrice et en agrandissant successivement le déterminant. On 
détermine numériquement les racines à l'étape 0, puis à l'étape 1, ainsi de suite, et l'on constate 
que les racines successives convergent rapidement vers une solution. Pour déterminer 
l'appartenance du spectre de valeurs propres aux indices 2n et m, il suffit de partir du déterminant 
simplifié à la diagonale principale pour chaque sous-matrice. Cela devient alors une simple 
équation transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution numérique donne les 
valeurs approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par retour permet 
d'identifier la valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation déterminantale. Le 
schéma pourrait se présenter ainsi : 


nl le J2 Reis, m48, , -V21 200e) 
J,= se De Becke, (m4), +021,» (m4), (3,4) 
N, =[N;, 2, |6 Ni, 2, = BicNe, (m4), at, le, (m4) 
N, = [N32 |C N2, 2» Beie DR, es dÉ 0)Ne,,' (+0) 
ENEE EE 


de =1J,N,; =J N, SET 


2,m 


RS E e SUE 


Diag Diag 
1 N, 


Repérage des indices A. = E Ae 
J," N, 


2 IEN“ d J'EN 


J N 
Schéma numérique de résolution Det ' '|=0 
J, N, 


H 1 H 
Jan Joz Nio No 


J? N J! J! N! N! qe 
ape ae ege al e Mo leo Jo 
Joo No Joo Joz Noo Noz Dm 
Jio Jin Ma Ni 
Ge Jiz Jia No Niz Na unn 
E Jz; J, 4 Nao AN, AN. oi om H om H Kg SA 
Io A, E E, N, Sé D afl ai. 
— AP = Re RS et EE al >... Les suites e Ai convergentes 
Joo Joz Jos Noo Noz Nos 6) qË $ q® „q® n 
Je d Jia Nao AN, AN. Hi, 
Jis Jis d Ke AN Na 
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Liste des premières valeurs propres pour un problème aux limites par convection bilatérale 


Voici les tableaux des 13 premières valeurs propres du problème aux limites Robin homogène 
bilatéral, pour les paramètres géométriques suivants du cylindre elliptique creux : a2=4, b2=1, 


b1=2b2/10=0.2, 


c=V15, 


n2=ArcCosh(a2/c)=0.255413, 


n1=ArcSinh(b1/c)=0.0516169, 


al=c 


Cosh(n1)=3.87814. Diverses valeurs des coefficients d'échange thermique h1 et h2 sont données. 


h1=61/01-0 |0,1 2,1 41 61 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 62 8,2 10,2 03 

h2=62/a2 

Neumann 0 0.860068523 1.633481572 2.401846042 3.168111981 3.933223267 4.048463610 4.572533405 5.123766119 5.699016877 6.295359116 6.910149688 7.977634642 

h2=0 9343296 8700829 1812278 482076 3113277 990122 6421865 039874 085613 2938505 676589 318701 

h2=1 1.091489 1.567393361 2.143010474 2.789462773 3.478299047 4.171410595 4.336554505 4.844328487 5.379540993 5.939329203 6.524809078 7.121069785 8.135323752 
38596433 | 2320774 5565024 8387983 663964 757374 66951 912837 158248 1391205 254249 884158 82042 
42 

h2=2 1.374333 1.862469166 2.424490084 3.041345073 3.698018137 4.364021041 4.572181791 5.070629664 5.595863262 6.145399626 6.716769280 7.306947232 8.278547808 
73710914 | 25136 0257166 8034427 359402 923817 26144 464404 464865 653144 280126 6576195 183934 
42 

h2=10 1.879414 2.408507386 2.991443386 3.614885017 4.267537367 4.943993213 5.405533007 5.901911371 6.419723661 6.957462365 7.513604603 8.090027136 9.029962003 
93067396 | 1535524 0815506 798720 872257 625238 023424 919617 057808 954145 843455 54803 344973 
6 

h2=50 2.053554 2.601029495 3.197927153 3.832540854 4.495361742 5.179322711 5.875646803 6.388185214 6.920195757 7.470213236 8.036803629 8.619017150 9.707300184 
80555626 | 2066895 0143185 8298805 675789 457004 8877365 9470575 060147 966205 64302 674784 75839 

h2=-100 2.077937 2.628034039 3.227009352 3.863312043 4.527619481 5.212848192 5.946891880 6.462394806 6.997189679 7.549815982 8.118847954 8.703036038 9.823964567 
74046478 | 519018 1205054 894354 839332 953277 43532 967231 522644 917918 867913 39995 105461° 
2 

Dirichlet 2.102929 2.655706558 3.256818387 3.894858619 4.560677995 5.247285645 6.020348393 6.538932320 7.076635043 7.632001463 8.203614902 8.790120379 9.945625632 

h2=00 24236320 | 161065 687341 599079 773735 938626 909924 561933 201417 293423 150273 418912 696759 
73 

h1=61/a1=1 |0,1 2,1 41 61 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 62 8,2 10,2 0,3 

h2=62/a2 

Neumann 1.069303 1.506919467 2.057010521 2.699079842 3.389677374 4.053841998 4.336255521 4.845062511 5.381495376 5.942677479 6.525837820 7.124865162 8.131844795 

h2=0 97245668 | 7868734 7652808 1428486 445121 62596 030538 982102 53901 370074 489225 898732 272515 
2 

h2=1 1.590220 2.060781088 2.596239274 3.169459118 3.769989248 4.299080726 4.592399320 5.089046410 5.612954299 6.161758554 6.732908604 7.319840959 8.280815796 
66610024 | 4240987 859748 3992467 5891975 338179 0653985 8044196 31427 863602, 904432 972645 858008 
67 

h2=2 1.834489 2.294702349 2.813811654 3.398652407 4.022869881 4.534412325 4.808221371 5.297663189 5.813277042 6.353500073 6.915931869 7.495854928 8.420844448 
91906934 | 268508 3831218, 47736 898274 704692 460748 859759 7350575 066183 762347 87826 737594 
96 

h2=10 2.349401 2.825659623 3.365675099 3.949643625 4.573383395 5.189288585 5.608715524 6.097262355 6.607450952 2237957795 7.687179298 8.255823352 9.158055023 
83358148 | 7325047 4378792 655671 935423 573116 222566 1589855 420469 093683 581092 761668 14304 
46 

h2=50 2.519802 3.028693709 3.582458563 4.176782719 4.807288706 5.435852134 6.076942603 6.581490660 7.105980971 7.648350188 8.208286640 8.780994533 9.832193558 
63701606 | 546788 1893138 89527 5434635 853869 457573 421625 13283 217866 617844 115008 460357 
CC 

h2=-100 2.548160 3.055121244 3.613168235 4.209710123 4.841004284 5.471035523 6.148027130 6.655806779 7.183017483 7.728420018 8.290582772 8.864637995 9.948894895 
38464223 | 795259 6239985 819158 548648 576286 407887 371627 53349 22344 223612 81945 434952 
1 

Dirichlet 2.573939 3.083039044 3.640945658 4.239134069 4.869529970 5.512309782 6.221489097 6.732282293 7.262387066 7.810408465 8.374972228 8.953246708 10.07011614 

h2=00 90684959 | 6281433 1007085 262157 9905715 382951 368175 96942 3772285 325529 609296 497186 5752216 
9 

h1=61/a1=2  |0,1 2,1 41 61 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 62 8,2 10,2 03 

h2=62/a2 

Neumann 1.350690 | 1.808706512 2.325026595 2.908288281 3.546805292 4.159283750 4.570915992 5.070791618 5.597753104 6.149304156 6.722950183 7.313422888 8.276315464 

h2=0 4738765 9332265 9202205 2568975 4397786 230086 502574 531076 480507 134605 639332 246198 360213 
562 

h2=1 1.840212 | 2.282221489 2.798234276 3.369448532 3.976024334 4.435261896 4.807533037 5.296983428 5.813438209 6.354671662 6.917835820 7.498463073 8.420761493 
7405537 2547135 49366 007637 721546 235463 465934 399816 309498 675214 928728 4614885 092135 
942 

h2=2 2.085809 | 2.529877814 3.035687438 3.595842653 4.205092974 4.727067532 5.010361249 5.493499101 6.002959836 6.536349771 7.092023716 7.666990000 8.556427899 
5019995 543635 214009 335052 35475 038807 438614 621568 47944 103737 253458 20792 090611 
88 

h2=10 2.618884 | 3.091025588 3.613054683 4.175937391 4.775537772 5.394872750 5.788422957 6.271407159 6.775837866 7.300255256 7.843550563 8.409098514 9.280351038 
8928960 5572857 817927 334506 3071915 742146 46855 020028 756144 789741 174538 987827 668092 
67 

h2=50 2.819823 | 3.308534460 3.843660535 4.419772772 5.027837096 5.649914585 6.256661171 6.755728950 7.273945580 7.810767332 8.364638829 8.932111860 9.951309117 
7199919 9544087 0195028 515921 4277865 895363 864667 863684 006859 388842 878587 753954 126307 
878 

h2=-100 2.846745 | 3.337783142 3.876877344 4.453679111 5.064077069 5.686549686 6.328223442 6.830175765 7.351097741 7.890863684 8.447226228 9.016029490 10.06812083 
2536318 608511 534853 488256 882614 587419 027508 6940305 8056465 314941 424539 55129 3707455 
905 

Dirichlet h2=ce | 2.871573 | 3.367622544 3.908126458 4.487039275 5.098013983 5.727832095 6.402132864 6.907071125 7.431262836 7.973402726 8.532188063 9.104672016 10.18933379 
8855575 4200156 29705 024213 886965 859684 314611 260652 840186 291639 588492 671682 2952628 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


h1=61/a1=10 | 0,1 21 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 22 42 6,2 8,2 10,2 0,3 

h2=62/a2 

Neumann 1.851977 | 2.364102346 | 2.922112618 | 3.508156713 | 4.102493761 | 4.714833397 | 5.399216540 | 5.895998135 | 6.414455427 | 6.953107941 | 7.510454796 | 8.088944514 | 9.027386917 

h2=0 79173214 | 4006525 219637 547685 412259 529165 02363 060667 524424 886311 4186 835399 935596 
2 

h2=1 2.328574 | 2.802448000 | 3.326131271 | 3.893328474 | 4.510442575 | 5.075672528 | 5.603157043 | 6.091554673 | 6.601650426 | 7.132176018 | 7.681825398 | 8.252082575 | 9.155875289 
55806845 | 4589942 316061 6558874 8145945 8089966 591541 339467 750582 2526805 435542 550075 605122 
34 

h2=2 2.610148 | 3.074238813 | 3.586499763 | 4.136884882 | 4.723107812 | 5.326835106 | 5.783683129 | 6.266189000 | 6.770211937 | 7.293940912 | 7.836926631 | 8.403839888 | 9.278124939 
08684313 | 46528 0766884 331056 121084 999307 109344 337656 43121 223403 644208 817513 550448 
95 

h2=10 3.281892 | 3.761189657 | 4.277912299 | 4.824851327 | 5.399350364 | 6.012974700 | 6.543200281 | 7.020706139 | 7.517021136 | 8.030936144 | 8.561756960 | 9.120618304 | 9.956682229 
44981894 | 9625386 835977 638686 807534 8282495 721007 129975 857274 840846 136428 667174 378899 
43 

h2=50 3.553336 | 4.050741494 | 4.580805544 | 5.139493941 | 5.724017581 | 6.336329200 | 7.047204093 | 7.538150548 | 8.046301666 | 8.570754201 | 9.110394012 | 9.669461554 | 10.63220822 
95656221 | 877395 948164 8424475 516792 90207 827525 802311 855701 175411 824722 681773 5129007 
3 

h2=100 3.591147 | 4.092140314 | 4.624203050 | 5.185346655 | 5.771295825 | 6.383727853 | 7.125979369 | 7.619645550 | 8.130417005 | 8.657246304 | 9.199404836 | 9.759128350 | 10.75250594 
38902141 | 7787 349907 436193 000653 352478 50278 600974 224233 17601 010386 303806 9371495 
63 

Dirichlet 3.629598 | 4.133601566 | 4.668793077 | 5.231850869 | 5.819488732 | 6.433207980 | 7.207018695 | 7.703904409 | 8.217536722 | 8.747059630 | 9.291594264 | 9.852882695 | 10.87795908 

h2=00 47335746 | 049838 31413 094859 595894 202812 975533 296227 76333 33033 638224 605162 6623571 
13 

h1=61/a1=50 | 0,1 At 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 6,2 8,2 10,2 0,3 

h2=62/a2 

Neumann 2.025570 | 2.557160172 | 3.133854452 | 3.743692326 | 4.376440642 | 5.025187084 | 5.867446999 | 6.378978020 | 6.909945685 | 7.458898765 | 8.024418445 | 8.605640453 | 9.702615970 

h2=0 19803328 | 8448186 3887224 970288 877096 517397 282233 986514 904255 0126475 106942 992622 432175 
05 

h2=1 2.508697 | 2999195731 | 3.538663038 | 4.116829590 | 4.733285659 | 5.329037494 | 6.069143186 | 6.572466525 | 7.095111044 | 7.636418620 | 8.194445971 | 8.765636231 | 9.827771185 
95183333 | 4613362 958586 679014 152955 156916 46211 670025 809875 766591 76533 78345 6017 
54 

h2=2 2.806613 | 3288550152 | 3.812493767 | 4373579135 | 4.966272306 | 5.570884496 | 6.249808555 | 6.746887474 | 7.263642582 | 7.798497735 | 8.349722034 | 8.916125635 | 9.946520232 
09501153 | 3845537 1225765 2805995 751885 422585 444695 013897 313968 749449 663731 5611 772889 
24 

h2=10 3.550433 | 4047076690 | 4.573913946 | 5.129421501 | 5.709026318 | 6.315822044 | 7.044869592 | 7.534666448 | 8.041349428 | 8.564041930 | 9.101974333 | 9.658638484 | 10.62980924 
21317776 | 518133 977634 777255 689612 780433 707561 59713 974641 174373 679493 57967 574404 
83 

h2=50 3.868095 | 4382271640 | 4.925431309 | 5.494044575 | 6.084686128 | 6.696044730 | 7.607649518 | 8110795843 | 8.628387870 | 9.161022179 |9.707275226 | 10.26772951 | 11.35326609 
09701000 | 764316 452607 402569 838766 436415 940853 376957 088712 173772 674618 8049089 6559285 
56 

h2=100 3.913141 | 4430614681 | 4.976476712 | 5.547132254 | 6.140305571 | 6.752869352 | 7.697366103 | 8.203056193 | 8.723879654 | 9.258921985 | 9.807596153 | 10.36994952 | 11.48549055 
03970682 | 931473 771353 571629 103967 030501 050181 263384 68149 15554 47376 1464546 8653883 
94 

Dirichlet 3.959777 | 4480412296 | 5.029019253 | 5.602355465 | 6.197364735 | 6.811702881 | 7.790132367 | 8.298933033 | 8.822719187 | 9.360667440 | 9.911960291 | 10.47628813 | 11.62405375 

h2=00 68887935 | 606796 4873785 543803 333115 956614 405424 84769 43873 710442 723142 6444735 6566315 
9 

h1=61/a1=100 | 0,1 2,1 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 6,2 8,2 10,2 0,3 

h2=62/a2 

Neumann h2=0 | 2.04993 | 2.584256661 | 3.163391671 | 3.775823658 | 4.411990013 | 5.064518088 | 5.938567951 | 6.452856069 | 6.986359844 | 7.537629924 | 8.105252835 | 8.688011498 | 9.819108621 
9744009 | 390432 8826978 1251547 043204 782568 700818 072184 332995 868646 572129 046807 796246 
2926 

h2=1 2.53629 | 3.027023584 | 3569053243 | 4148907762 | 4.766046066 | 5.365864789 | 6.140361248 | 6.646742057 | 7171887043 | 7.715389320 | 8.275381573 | 8.848106484 | 9.943886417 
7872910 | 475403 592587 715932 409179 109964 540967 753717 0015995 260917 414588 904823 045677 
137 

h2=2 2.83603 | 3.318742947 | 3.844929860 | 4407630966 | 5.002227511 | 5.606492177 | 6.321477534 | 6.821382913 | 7.340629754 | 7.877712213 | 8.430948230 | 8.998821610 | 10.06328422 
9244946 | 194727 244616 410366 494395 612546 278958 986909 319224 011384 818565 249175 8972822 
24 

h2=10 3.58999 | 4087348830 | 4.616752820 |5.173916618 | 5.754475886 | 6.361190601 | 7.123245842 | 7.615866555 | 8.124928429 | 8.649927313 | 9.189709768 | 9.746630368 | 10.75014785 
3993148 | 531342 226904 3397485 634061 526643 746849 42873 796842 605572 510967 094328 4023293 
0582 

h2=50 3.91347 | 4430310285 | 4975427963 | 5.546078410 | 6.138542682 | 6.750727082 | 7.697384991 | 8.202617969 | 8.723177222 | 9.258145084 | 9.806345240 | 10.36837271 | 11.48545503 
0476876 | 299077 588502 653011 991385 285154 686404 285239 949902 618947 968495 8157351 4270322 
2227 

h2=100 3.96017 | 4479932178 | 5.028163220 | 5.601035701 | 6.195476749 | 6.809149743 | 7.789312735 | 8.297463793 | 8.820895054 | 9.358300132 | 9.909130135 | 10.47266792 | 11.62031157 
5453075 | 346766 971895 91927 415471 517591 126278 158913 264982 29622 285523 3995187 115165 
3666 

Dirichlet h2=c | 4.00762 | 4530936845 | 5.081890728 | 5.657253362 | 6.253992212 | 6869465357 | 7.884163122 | 8395691495 | 8.922032063 | 9.462361097 | 10.01586243 | 10.58187557 | 11.76244668 
1118682 | 550383 963092 77805 852875 59233 205401 042398 40622 078935 6864404 292349 0728088 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


h1=61/a1=% | 01 2,1 41 61 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 62 8,2 10,2 0,3 
h2=62/a2 
Neumann 2.074935 2.612038199 3.193636835 3.808569678 4.447793306 5.104167360 6.011950580 6.529116151 7.065285338 7.619011838 8.188888983 8.773572525 9.940676166 
h2=0 82271774 | 52032 8786984 2214233 818448 581388 1197874 3565665 083375 546697 005159 401054 731492 
77 
h2=1 2.557157 3.054574497 3.597319942 4.176966089 4.785456184 5.408510372 6.213698045 6.722655597 7.250754340 7.796610539 8.358862281 8.934957282 10.06528623 
67108419 | 0966333 0570463 228437 05285 903402 797909 908229 291146 281871 903177 90373 5848097 
7 
h2=2 2.860280 3.347368498 3.875996697 4.440054673 5.033350865 5.646996599 6.395132544 6.897985206 7.419876935 7.959514195 8.515608337 9.085501563 10.18469926 
37025779 | 724397 3182234 100087 488068 60503 261815 810644 717397 454687 980328 042067 543731 
Ki 
h2=10 3.627687 4.129056283 4.660748048 5.219340285 5.801485988 6.408581212 7.204544090 7.699711028 8.211377580 8.738683407 9.280749469 9.838987891 10.87544159 
33643361 | 571427 517281 200603 040184 163509 593428 070052 118995 064402 959638 24859 3012143 
h2=50 3.959595 4.479722951 5.027673073 5.600189259 6.194203686 6.807315506 7.789890233 8.298250406 8.821528856 9.358899069 9.909540496 10.47307920 11.62375277 
04618446 | 249914 512091 231679 9224 626785 616817 70293 817316 99334 075119 9445665 7263892 
93 
h2=-100 4.007547 4.530614271 5.081246667 5.656209833 6.252466429 6.867356622 7.884075301 8.395383668 8.921470966 9.461511968 10.01468911 10.58032292 11.76234258 
70707209 | 140063 615843 204805 0054766 601294 6595135 945822 490226 00147 199629 450587 423788 
75 
Dirichlet 4.056808 4.582894486 5.136293351 5.713791591 6.312382210 6.929332467 7.981671465 8.496092216 9.025162153 9.568058038 10.12396611 10.69209130 11.90797979 
h2=00 73562367 | 773889 566075 748811 373066 265208 147845 99283 579807 577696 9339658 5197334 8493512 
3 


Expression de la solution générale du problème aux limites de Robin homogène bilatéral sur le 
cylindre elliptique creux 


` 


à finir donner la solution 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites de Robin et de Neumann: cylindre creux de longueur infinie de section elliptique soumis 


à une condition initiale de température fixe To, et une condition aux limites de Robin homogènes 


de température sur la surface extérieure et une condition homogène de Neumann sur la surface 
intérieure, problème de refroidissement 


Le régime transitoire est solution du problème suivant : 


lol o a ôT, (7.0.1) 


=0 CL 
7 fam  cJCosh(m-Cos (8) ` Ou 


te) pri  =0 CI T(n,0.0)=T, 


Us 


T(n,0,1)- 


D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution complète est à rechercher 
sous la forme d'une série, la multiplicité des valeurs propres du problème aux limites est fonction 
des conditions aux limites homogènes. La décomposition est logiquement à double indice, un indice 
n lié à la décomposition en fonctions angulaire périodique de Mathieu , et un indice lié aux valeurs 
propres qnm obtenu d'après le respect des conditions aux limites homogènes sur la surface pour 
chaque indice n : 

U n,m (n,0)= {Wean Maan, m Vez, (n, KE ENEE m Je, (n, KEIER? } Cern (6, on Gd 


n=% m=+00 are m 


=> T(n, 0,t)= Re >. > Ban {Ne (m EI? m Le, D KEI Sé Je, (mn. m We, D Jon, m } Cern (6, KEI re 


n=0 m=1 


EC) 


Les calculs sont tout à fait similaires à l'exemple précédent. Il vient un système d'équations 
linéaires, résultat obtenu par K.Sato, dans l'article de 2007 « Transient Heat conduction in Infinite 
Hollow Confocal Elliptical cylinder a En théorie pour avoir une solution non triviale (nulle) des 
coefficient Ban, il faut que le A infini soit nul : 


1 1 n n 
Indice de Kronecker ô; ; a(n à) E, ı (Cosh(n ) eil, (q)= à 15 AGP) (olge, Je H + el ae (al + SIE | 


1=0 
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E 
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(02 


4 i 2p 
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m S 1+0 0 
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2 Te AE fye, Ain. ole, ln, gl Ae la. ale, ln f a R E, E 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Selon le modèle géométrique de deux ellipses inscrites l'une dans l'autre de grand axe a1,a2 et de 
petit axe b1,b2, nous avons : 


Ellipse grand axe a, , petit axe b, = c = Vas = Se a, = cCosh(n>) b, = cSinh(n>)= M = arccos D 
c 


2 
SS 


Ellipse grand axe a , petit axe b) = a; = cCosh(n;) b = cSinh(n,)= M = arccos £ E c=b, 1 


b 
Supposons SCH SS b, connus comme e -b =a’ -b >a = a; Ce +b? 
2 


232 2p 2 2 
b 
Posons q= Ex q= vps E ] 


2 1(Cosh(2n;)) 
Me ` ail E En) 


Cas limites permettant la simplification de l'équation déterminantale 


Condition homogène de Dirichlet 


Pour une condition homogène de type Dirichlet le paramètre og est nulle, seule les termes 
diagonaux subsiste, et la condition de nullité du déterminant se réduit à celle des termes 
diagonaux, soit : Nez, (n.a elt, gl Je, In. ole: Jgz,al 


est donc celui respectant cette équation transcendantale. 


. Le spectre des valeurs du paramètre q 


Condition homogène de Neumann 


Lorsqu'il s'agit d'une conditions aux limites de Neumann, alors c'est le paramètre 6 qui est nulle, 
conduisant à l'équation déterminantale: 

ia 17 2 (Cosk(2: ) 
EIER ennen: )- Jezp' (m4 We, NEI) D — 


Ce ô jo Ki ala 
4 
= ES Je, Mm, den, (gz, dl erf, len lag 2. 
Coo Coz Coa 
Jas Qı (Cosh(2n, )) | Ae C0 Co Cia 
Con2p = fre ] YU), el Afen a= Dlehttechtel Zeeche Cao Ca2 C44 
JH Ne 1=0 


e Mes, des lz des ng es (73,9) 

Ce qui est la condition de nullité de la dérivée première des fonctions radiales de Mathieu sur les 
deux bords de l'ellipse. Le spectre des valeurs du paramètre q est donc celui respectant cette 
équation transcendantale. 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Dégénérescence vers une configuration circulaire 


Lorsque l'ellipse dégénère en cercle, les formules de passage ont lieu : 
Ellipse grand axe a, , petit axe b, = c = Vas ebe a, = cCosh(n>) b, = cSinh(n> )= M = arccos 2 | 
C 


2 
az 


1 


Ellipse grand axe a, , petit axe b, = a; = cCosh(n;) b = cSinh(m ) => M = | Ži ) c=b, 3 
c 


a2 > b2 >c>0 ef qı > et 


cCosh(n) >r el? 
> F2 = &2 = bi 


>c 
cSinh(n) >r 2 
ce” c'e? > dr cu? 2/4 


> r> >r =r qe” >v’ >q > > >v 
2 4 dn 4 c 


ce (3, q) > - Ce» (3, q) > Cos(2n EN Je;, (n, q) > P'an Jon (vr) Nez, (n, q) > P'an Ýn (vr) P'on seneutralise dans le développement 


Si bien que l'équation déterminantale se simplifie grandement : 
pe Je, lo. qes (n2,9)-Jez,'(m,4)Nes, CAIA + 
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dJe ,\n1:,4) dJe,,\n::,4) d dJ 
Je, m24) P'an Ja Wna) xl Se 1 d Se E À P'an ch) 
yj 4 n r Wei? WÉI N C 1 di J2 
dN | aN ! m2 2 T2 
Wes, gl P'an hn: Sch d dVess(ras9) dr À Pia hl, E" VCoshm) e 
n dr dn dr SH, 
dë? Jr) Ze?) ADD 
SS es dr Sg 
171,2 > 0 — EIER ~ Douce ds 
a dr (vr) dJ (vr) dJa, (vr) d, (vr) 
dr In dr Tt dr rn dr T=" 


> E,2p © P'on VB ra ber L- allen Pon us Bä ol, un Ha Vr) -n'v n'v) up 
2 2. 
Ze lët Zi, Lol All Ahh = Säi DÄI Jana (vb) 
Or 
2 2 
Bd pel ru) '(vb)= Yan (vb)- Yana (vb) 


Bana Vion vr )- Pravi antr) 
>E m ER chu 2 2 2 2 Ôn D 
SE R H cl 7 Y, wn) EE EE EEN S 
vn Vir vr vr 


Bar bur )- ravi Hahn }+ 


2 
anal Van) ana Pn MIKE 
i 


' 2 
SPEV 2 n 
+av Maneet ana Van} s 
2 


ca nan Mon) nav Mona(vr) 


Dans ces conditions l'équation déterminantale se réduit à l'équation transcendantale suivante : 
CHA bh Lahn W, vr }+ avr, vi vn)-, vi, un } =0 


S Kr, en Haler L- Jan Vr Dau +v an ben Ha, ups Laun Di, uns BO n=0,12,; avec pa 
a 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Dégénérescence vers deux bandes centrées de part et d'autre de l'axe des abscisses 


On cherche donc à calculer la répartition de température sur l'espace sur la bande supérieure (ou 
inférieur) situé entre la hauteur b; et b, donc de largeur b-b. Il s'agit du cas a:/b;->c et a,/b;->ce. 
Les paramètres du problème aux limites prennent la forme suivante 


b 
c= a? -b Mm = Arecosi £) x ArcCosh(1)=> ps bas cSinh(m > )= C2 © A2 > Mo © SS — 0 
2 


Dans un problème cartésien, la condition aux limites radiales se transforme en une condition aux 
limites angulaires pour les valeurs Ÿ=n/2 et Ÿ=-x/2 et, soit en y=+b; et y=-b;2. Soit : 


oT(y, t) 1 OT(y;t) SH _5v,? B Ef 
y? T ô ôt > T(y,t)= >. ACos(v, (y-b))e f h= P à. 


m=1 
spop e9 
Or 


=0  BT(y,t}+a = 


Ach Y=b 
Bb, = avb,Tan(v(b, NI 


hb, =vb,Tan(v(b, -b, )) 


202 Bab -))= ans =b ))= p= avTanlv lo, =» EN 


Voyons si l'on peut entrevoir une simplification de l'équation déterminantale : 
0=27 


Ceap (0, ge, (o, q) 


2 
Enap = Be (Nes ,'(n» a Wez plz» a)-Jezp'(m»a)Nenplin24)Dn + Wes na Ver ësst: msa Nes, (2.4) f d 


KÉ 
' b b, H b b, 
Bel, EECH H Ne;, CC Ony + 


KR DER 
a ' b ' b, ' b ' b, f Cep (0, oke, (8, q) 
Z] Ne, | 2L q Ve, 22,a|-Je dÄ a ÎNe, | 22, D EEUE 
+ d Ep D Op E Ep E ezp E | Pat 


9=0 


Cosh(2n; )- Cos(20) 


Le spectre des valeurs du paramètre q solution de l'équation déterminantale se déplace vers des 

valeurs très importantes en suivant celle du facteur d'échelle c (les grands axes des ellipses 

extérieure et intérieure devenant infinis). En utilisant l'approximation asymptotique de Sips (valable 

entre 0 et x), les valeurs significatives des fonctions angulaires sont concentrées autour de la 

valeur x/2 et le dénominateur Sint! pratiquement constant=1 peut être sortie de l'intégrale. 

Comme auparavant on peut utiliser pour les fonctions radiales l'expansion au premier terme de 

Goldstein (voir A.Erdelyi, H.Bateman-HIGHER_TRANSCENDENTAL_FUNCTIONS_VOL_II, formule 7 

section 16.7 page 127 pour la fonction Je, et Machlaclan Theory and Application of Mathieu 

Functions, additionnal results 6 page 385, formules (1,2)). Il vient selon ces deux aspects : 

Je, (x.q) z ala Cosl2/qsinh(x)) 

Ne, (x, q) X ce, (0,q) Cosh|x Sin fSin) 

Je,'(x,q) - 7 2 /asin0Jqsinh(x)] 

Ne,'(x,q) KR ce (0,924 Cosh|x Col? JgSinh(s) 

SEI E 
Coshx) _|CosAm2)= 


T agalak Le GE 
D Sin(0) D 2p >q) Uq 2 n,p d 


à 


2,2 
b b 
Posons q=— >? q=vc et 2/4 —+vb et 2/4 vb, et Ap dall 0 Va An 
a a 


B {Cos(vb, )Cos(vb, )+ Sin(vb }Sin(vb, )}+ 
+av { Cos(vb, Jerch, b, )+ Sin(vb, )Cos(v b, 
Cette équation déterminantale approchée donne des coefficients du déterminant uniquement 
diagonaux, et dont les valeurs ne dépendent plus de l'indice n. Il reste donc un spectre de valeurs 
propres uniquement déterminé par la résolution d'une simple équation transcendantale dont le 


> Ezp ~ AEN d ~ 24, rä, B Cos(v(b; -b,))-avSin(v(b; Al 


spectre discret est indicé par les valeurs m : P Cos(v(b, hl avSin(v(b> NI. 11 est heureux par ce biais 
d'effectivement retrouver l'équation transcendantale de la résolution du problème cartésien. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Résolution numérique des racines de l'équation déterminantale 


Le schéma de résolution numérique des racines de l'équation déterminantale est identique à celui 
du cylindre elliptique plein. Pour la recherche des racines, on augmente la taille du déterminant 
(une taille de 6x6 suffit amplement en partant de 1x1) et l'on constate une rapide convergence. 
Cela permet également de repérer les indices 2n et m des diverses racines trouvées qui 
apparaissent progressivement lors de l'augmentation du déterminant. Pour repérer les valeurs 2n 
et m, il suffit de partir du déterminant simplifié à la diagonale principale de la matrice qui devient 
alors une simple équation transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution 
numérique donne les valeurs approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par 
retour permet d'identifier la valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation 
déterminantale 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions: a2=2, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v3, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.549306, n1=ArcSinh(b1/c)=0.115215, a1=c Cosh(n1)=1.74356 : 


h=6/a 0,1 2,1 4,1 0,2 6,1 2,2 8,1 4,2 10,1 6,2 0,3 8,2 2,3 

Neumann= |0 1.654980263 | 3.120920890 | 4.166373090 | 4.575247804 | 5.264629355 | 6.016743773 | 6.451987980 | 7.439184403 7.707725756 | 8.101712811 9.010983434 | 9.163821567 

0 0341095 838524 488708 914871 663223 866751 668031 570425 450125 300951 933525 979726 

1 1.185948688 | 2.213321218 | 3.477701091 4.452388223 | 4.847791460 | 5.513278866 | 6.253685882 | 6.664102819 7.657097761 7.886187240 | 8.254854546 | 9.159308682 | 9.306033396 
6687225 5440954 1326585 17579 532931 88005 3783446 052443 817138 313379 518564 178521 550655 

2 1.505816992 | 2.533370803 | 3.729715685 | 4.689028355 | 5.048501781 5.727997503 | 6.430186283 | 6.854564090 | 7.824329653 | 8.052372140 | 8.399007227 | 9.301227261 9.441010751 
326183 2978772 8905636 632056 4926465 696541 835342 702687 342161 187991 575675 045597 20828 

10 2.051553020 | 3.205579975 | 4.439030457 |5.537136333 | 5.707622720 | 6.568073396 7.030887151 7.667375553 | 8.407684389 | 8.823439486 | 9.156832876 | 10.02515146 | 10.17735669 
8122654 645715 016362 417476 154768 958948 916489 249151 66712 591779 90167 6885022 0381044 

50 2.234102792 | 3.439547080 | 4.736688475 | 6.017016789 | 6.057627533 7.084651809 7.396201640 | 8.215178152 | 8.771843601 9.396998205 | 9.842678788 | 10.62065407 | 10.88608517 
8551296 02405 4987355 131792 244006 380182 759332 870381 566701 938132 682965 1787992 6473202 

100 2.259405204 | 3.471492295 | 4.777352681 6.089437878 | 6.108027821 7.163839713 7.452797061 8.300855596 | 8.830054553 | 9.488961660 | 9.960604037 | 10.71879147 | 11.01060590 
3002875 99467 835138 023615 314491 322222 021259 694475 557229 303406 110985 9602414 2972094 

Dirichlet= | 2285269885 | 3.503968087 | 4.818448009 | 6.163971329 | 6.159157298 | 7.245367372 7.511032469 | 8.389129706 | 8.890546159 | 9.583822329 | 10.08338699 | 10.82016609 | 11.14047180 
2550133 327933 119461 9358405 070025 006767 357825 48154 861756 179982 427056 845143 2429252 

co 


Voici les 14 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions:  a2=4, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v15, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.255413, n1=ArcSinh(b1/c)=0.0516169, a1=c Cosh(n1)=3.87814 : 


h=6/a |0,1 21 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 22 4,2 62 8,2 10,2 0,3 23 
Neumann 0 0.86006852 1.63348157 2.40184604 3.16811198 3.93322326 4.04846361 4.57253340 5.12376611 5.69901687 6.29535911 6.91014968 7.97763464 8.49157408 
=0 39343296 28700829 21812278 1482076 73113277 0990122 56421865 9039874 7085613 62938505 8676589 2318701 0455576 
1 1.09148938 1.56739336 2.14301047 2.78946277 3.47829904 4.17141059 4.33655450 4.84432848 5.37954099 5.93932920 6.52480907 7.12106978 8.13532375 8.64258641 
59643342 12320774 45565024 38387983 7663964 5757374 566951 7912837 3158248 31391205 8254249 5884158 282042 0697888 
2 1.37433373 1.86246916 2.42449008 3.04134507 3.69801813 4.36402104 4.57218179 5.07062966 5.59586326 6.14539962 6.71676928 7.30694723 8.27854780 8.78295756 
71091442 625136 40257166 38034427 7359402 1923817 126144 4464404 2464865 6653144 0280126 26576195 8183934 5466296 
10 1.87941493 2.40850738 2.99144338 3.61488501 4.26753736 4.94399321 5.40553300 5.90191137 6.41972366 6.95746236 7.51360460 8.09002713 9.02996200 9.52584685 
0673966 61535524 60815506 7798720 7872257 3625238 7023424 1919617 1057808 5954145 3843455 654803 3344973 3059951 
50 2.05355480 2.60102949 3.19792715 3.83254085 4.49536174 5.17932271 5.87564680 6.38818521 6.92019575 7.47021323 8.03680362 8.61901715 9.70730018 10.2134629 
555626 52066895 30143185 48298805 2675789 1457004 38877365 49470575 7060147 6966205 964302 0674784 475839 56101344 
100 2.07793774 2.62803403 3.22700935 3.86331204 4.52761948 5.21284819 5.94689188 6.46239480 6.99718967 7.54981598 8.11884795 8.70303603 9.82396456 10.3330243 
0464782 9519018 21205054 3894354 1839332 2953277 043532 6967231 9522644 2917918 4867913 839995 7105461° 61421517 
Dirichlet 2.10292924 2.65570655 3.25681838 3.89485861 4.56067799 5.24728564 6.02034839 6.53893232 7.07663504 7.63200146 8.20361490 8.79012037 9.94562563 10.4578056 
23632073 8161065 7687341 9599079 5773735 5938626 3909924 0561933 3201417 3293423 2150273 9418912 2696759 46890286 
LS 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Valeurs approchées asymptotiques des racines de l'équation déterminantale 


Comme le calcul des valeurs approchées a déjà été réalisé dans le cas le plus général du cylindre 
creux avec deux échanges intérieur et extérieur, il vient : 


Sini P 2) al D 2.) 
vie: Lo: Kos ve(Sinh(m )- Sinh(m ))- Län +1)ArcTan = laraw? BiB2 ka ve(Sinh(n>)-Sinh(m: )- (4n +1)ArcTan EEN 


Cosh m+n Cosh m+n 
2 2 


a >l Dan aa BP; —B—B=valan vce(Sinh(n,)-Sinh(n,))-(4n +1)ArcTan 


Je donne également l'expression approchée des termes de la DEES Se ; 


ce Du q) Cern (0,4) + ce (0, q\ces, (0, q) Ôn, 
J q) = -=C >, Ne;,(x,q)= A P z p 
q>>0 an & d Cosh(x) ja d Se S d Cosh(x) St d LI: /Coshl Hä — Cos (28) V2Cosh(n;) 


Je,,'(x, q) $—Ce, (0. oke Cosh(x}Sin(y(v,x)) Nez, (EN X Cean DÉI bb) 


EEN SS ls (Nes, ah) nes ele mes Un) ee À } 


Cosh 
Ae, ng les ltz, ales (m.a)Nez,(n2,a)= ve(ce,, Wal aa D Cos(y(v,m)-7(v.m)) 
osh(n:) 
Ne (m:4)e>, lg, gel ges, ga, gl v? c° (cez, (0,4) dohin, JCosh(n }Sin(y(v,n)-7(v.m)) 


Enna dr cena) [EZRA Zellen eat egtrkal za 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Expression de la solution du problème aux limites sur le cylindre elliptique creux : Robin homogène 
extérieur, Neumann homogène intérieur 


Sachant que sur ce type problème aux limites (réchauffement, refroidissement), il convient 
d'utiliser la propriété d'orthogonalité bidimensionnelles du produit des fonctions propres radiales 
et angulaires de Mathieu (voir également le problème aux limites de l'équation de Laplace sur un 


cylindre à section elliptique), alors la forme de la solution est la suivante : 
ÔT(n,8,) a ôT Anim 
ôn 


e? 


(1) Réchauffement C.L. =0 -BT 


DÉI cd Cosh’ (n)-Cos* (0) ôn 
ly 2m 


fan dü (Cosh(2r) - Cos(26)}Ne,,' D H REI? m be, h, in, m }- Je, (n H KE Nez, h, KREIEN Joe, lo, äu ) 
0 


= B To CI T(n,0,0)= 0 Posons Vonn j E 


n= 


dn do( Cosh (2n)- )- Cos(20))fNe,,' hn, 5 in, m be, (7, Jon wl Je, (n H Man, m Nez, h, Mn, m IP (ce, D Man, m IP 


n=% m=+00 2 2 d 2 2 2 Ke d 3 
M> To e ay ` sech c kb c | ra fn ta c kb c Le le) c pa 
0 


| 
] 


n=0 ml 
(2) Refroidissement C.L. nnee o = Zen =0 CI T(n60)=7 
ôn ` un ` cy Cosh? (m) -Cos? (0) 01 


Veit 


KEE 2 2 Du 2 2 2 2 2 2 j 
pl safen m le ` klech: i Jenat : kel? ] euo Vona) : GH 


(3) Refroidissement C.L ROUER =0 2 Zen =0 CI T(n,9,0)= D EI q ot 
ôn y  cCosh°(m-Cos?(6) 01 Linz -6)=To(n.6) 


Veit 
ly 2x 


f fan dü (Cosh(27)- Cos(20)T, DÉI HA D , Œon,m Ve, h, on, }- Jess '(m H Hium be, h, n,m le, D n,m ) 
00 
7 


i E 
f fan dû (Cosh(2r) - Cos(20)fNez,' (n, H Man, m Vez, (7, on, m )- Jez,' (n H REI? m es, (7, Man, m IP (ce, D REI? m IP 
0 0 


n=% m=+00 d 3 d 3 d 3 KE d 3 E 
a =>, 2. sche Ç kul? d S lente £ Jan ntet Š ke? l ] cl? - GES 


n=0 m=l 


Bon = 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites de Robin et de Dirichlet: c lindre creux de lon ueur in inie de section elli ti ue soumis à 


m o 
de température sur la surface extérieure et condition homogène de Dirichlet sur la surface 
intérieure, problème de refroidissement 


Le régime transitoire est solution du problème suivant : 


a OT, (n,0,t 


1 OT (n,0,t 


c| Cosh? (n) - Cos? (0) ôn 


=0 CL. T,(n,0,t}]_ =0 AU 1), gr (met 


=0 CI T(n,00)=T, 


n= 


D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution complète est à rechercher 
sous la forme d'une série, la multiplicité des valeurs propres du problème aux limites est fonction 
des conditions aux limites homogènes. La décomposition est logiquement à double indice, un indice 
n lié à la décomposition en fonctions angulaire périodique de Mathieu , et un indice lié aux valeurs 
propres qnm obtenu d'après le respect des conditions aux limites homogènes sur la surface pour 


chaque indice n : 
Uan, m (n, o) = {Nes (n, GEI? m Les, (a, REI m )- Jern (n, H REI m Nes, hn, Mn, m } Cern (o, REI m ) 


n=% M=+%0 


> T(n, 0, t)= > > Ban [Nenn (n, H Jon, m Le D dan IN Je, (m RH dan, m Me, (n, 2n, m } Cern D Ton za 


n=0 m=l 


sn 


Les calculs sont tout à fait similaire à l'exemple précédent. Il vient un système d'équations linéaires 
nécessitant que le déterminant a soit nul, pour avoir en theorie une solution non triviale : 


1 Hä gag" 
Indice de Kronecker ô; ; a(n d En ı (Cosh(n KAREN D get 


pce Je. Io. ale: Io. al- Jez, ae, Sec + 
Sols 0. Angie 


j=% 
p=0 E EE )- Je, m4 We" VE) Gr Danla 


pe Je, Io. ale: (n,q)- Jez, (n.4)Ne, o, alle, F 
Ez, 2p SE Im d ce (0, q)\cez,(0, q) 
i Ne, (qg) ol Jez (q, q)N : ie p 
an CHU ales, (m q)- CHU) q) ep (72,4 Ja CRE SE 
Be e fo. ale, ol Aen, Di, les (19), + 
e, — 9, 1(Cosh(2n2)) 
2n,2p 4a 
+ Nez (maez, (n4 )- Je, m4 We" 24 (Graf Danla 
j 


=0 et 
Ego 
Ezo 
ArcA 


(a+ 8,0 + A7 H DÉEN o 


Eu: 
Eza 
Es 


Es 
E4 
E44 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Cas limites permettant la simplification de l'équation déterminantale 
Condition homogène de Dirichlet 


Pour une condition homogène de type Dirichlet le paramètre og est nulle, seule les termes 
diagonaux subsiste, et la condition de nullité du déterminant se réduit à celle des termes 


diagonaux, soit : Ne, „(m ag Uer Is, gl Jez, (m, q)Nen (72,9) 


donc celui respectant cette équation transcendantale. 


. Le spectre des valeurs du paramètre q est 


Condition homogène de Neumann 


Lorsqu'il s'agit d'une conditions aux limites de Neumann, alors c'est le paramètre 6 qui est nulle, 
conduisant à l'équation déterminantale: 
3 Q, 1 (Cosh(22) 


A j- 
En2p = EEN TEE alen all er, (4) 
j,0 


j=0 


4 
= SS {Ne, (m.a es, lgl Jez, (m, q)Nezp'(024)}C2n 2p 


Coo Co2 Cou 

ES a Í (Cosh(2m ) | To Czo Ca2 Ca4 

Con2p = ` +0 e de, (g)=A=0SA- i {Nez (mq Vezi’ (m, q)- Jez DEEN Cao C42 C44 
j=0 J 1=0 


2 Aen, ges ltz, al Jeu (m, q)Nezi'(m,q) 

Ce qui est la condition de nullité de la dérivée première des fonctions radiales de Mathieu sur les 
deux bords de l'ellipse. Le spectre des valeurs du paramètre q est donc celui respectant cette 
équation transcendantale. 


Dégénérescence vers une configuration circulaire 


Lorsque l'ellipse dégénère en cercle, les formules de passage ont lieu : 


Ellipse grand axe a, , petit axe b, = c = ds ebe a, = cCosh(n>) b, = cSinh(n> )= M = arcos 2) 
c 


2 
Ellipse grand axe a, , petit axe b. = a; = cCosh(n,) b = cSinh(m ) => M = | d ) c=b, 2 1 


c b, 
cCosh(n)>r en? 
di > b2 >c>0 et mx et 8 >c > 2 = dj2 = EI 
` å i cSinh(n)— r 2 | ` S 
n 2,27 d 2,,2 2 
pee or Zr qe” >v°r >q SE Va >v 
2 4 dn 4 c 


ce (9, q) > T Ce» (3, q) > Cos(2n 3) Je;, (n, q) > P'an Jon (vr) Nez, (n, q) > P'an Von (vr) P'on seneutralise dans le développement 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Si bien que l'équation déterminantale se simplifie grandement : 
pe ÎNes, Io ales, Io, al Aen, Io, ale, CA + 


Ez, DT av2 Gë Ce) (0,q)cen, (0.4) 
| + iNe 4e, (n,q)-Je ,4)Ne; tz, f do z 
= {Ne, Inge, (n2.4)-Je»,(m.4)Ner, fal J 4 apen 
dJe, (m24) dJe;,\m2,q) d dlan 
Je;, Io. als P'on Jon br) ) 7 ch, ) e SEI E KS 
rn: ñ2 c 1 _ di 


ep 1,24 ep M,2:4) dr 
E (m24) dNer,(m 2.0) E 


E? 


7 
dn dr dn m12 Ar 


en? 5 JCoshl2n,2) j e™? 


| d 
r=" 


Nez, DEE P'on Von TE 


dJ dY. 
1712 E EE (ur) Jynvri) (er) 


Tt 


> GEIER ge Eë dër, ben Usus L- Aalen Korv Ho owvlëahen Ha, hen Lia fun Dun } joe 


2 2 
dek Sé el Jana) > Jan Vb)= y Tan (vb)- Janb) 
Or 


2 2. 
Y, (x)= = Gol (x)= DNH SS (vb)- Yan (vb) 


BD Hahn L-Zhn Balu Dn 


= E n ` D D chu H 2 d. 
geg í 0 POST) ED PACE Seel ? 
2 2 


ETH 


2 
+av Pona Vr Wana Vn )- onra Vi Mäer ng } 
Dans ces conditions l'équation déterminantale se réduit à l'équation transcendantale suivante : 
Br Vi (vry )- Jan (vri Yan vr J+ avin Vn Usel, Gr), (rs) =0 


S Aan ben Var Vr )- Jar vr Baue Dä Dien Mal Vr )- Jan wn D ur Be n = 0,1,2,- avec d 
a 


2 
BEEN 
WEIT n,p 


Dégénérescence vers deux bandes centrées de part et d'autre de l'axe des abscisses 


On cherche donc à calculer la répartition de température sur l'espace sur la bande supérieure (ou 
inférieur) situé entre la hauteur b; et b,, donc de largeur b;-b.. Il s'agit du cas a:/b,-> et a2/b,->ce. 
Les paramètres du problème aux limites prennent la forme suivante 
b 
c=4Va -b m= EE + ArcCosh(1)= m = 0 bia = cSinh(n > )= C2 © do > Mo © 22 0 
c a> 

Dans un problème cartésien, la condition aux limites radiales se transforme en une condition aux 
limites angulaires pour les valeurs Ÿ=n/2 et Ÿ=-x/2 et, soit en y=+b,2 et y=-b:2. Soit : 


MÉ 1 ôT(y,t) m=+00 | a 
y? = 6 ât =>T(y,t)= 2. A, Sin(v, (y -b))e OV t h= 


OT(y;t) 
O 


SÉ) 
ôy 


E D =0 BT(y,t)+a > hT(y,t)+ 


y=b, y=b, 


Bb,Tan(v(b, -b,))=-avb, 


DE el E a Ee 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Voyons si l'on peut entrevoir une simplification de l'équation déterminantale : 


elen alen, (r1.4)-Jes,(m.a)Nes,(n3,4)6, » + 

GEIER z adi i Cp (8. oke, (0. q) 
+ {ven ale, (2,9) Je, (4 Me, DÉEN Io [Cosh On) Co 00) 

b b b b 

pre aapela e aapela) 

Enap © 0=27 
EEN EE 
‘z bh aper (haje 4 Ugen 


Le spectre des valeurs du paramètre q solution de l'équation déterminantale se déplace vers des 
valeurs très importantes en suivant celle du facteur d'échelle c (les grands axes des ellipses 
extérieure et intérieure devenant infinis). En utilisant l'approximation asymptotique de Sips (valable 
entre O et x), les valeurs significatives des fonctions angulaires sont concentrées autour de la 
valeur x/2 et le dénominateur Sint! pratiquement constant=1 peut être sortie de l'intégrale. 
Comme auparavant on peut utiliser pour les fonctions radiales l'expansion au premier terme de 
Goldstein (voir A.Erdelyi H.Bateman-HIGHER_TRANSCENDENTAL_FUNCTIONS WO IL formule 7 
section 16.7 page 127 pour la fonction Je, et Machlaclan Theory and Application of Mathieu 
Functions, additionnal results 6 page 385, formules (1,2)). Il vient selon ces deux aspects : 


Í HE Ceap (0, q zi 
Sin(0 


b b b b 
Nes] —,q Menul —,q |-Je,| —,q Wel —,4 [tôn p + 
8 dE SE dE d ep a q n,p 
b b b b 
EE EN, 
di az da di 


__4,Cos(2,/aSinh(x)) _ A, SinL a Sinh(x) 
g>>0 M a) R Cosh(x) de (54) g Cosh(x) cs Cosh(x) E 
Je, '(x, q) a 2./q JCoshQ)sin(2 Ja Sinh(x)) Ne, '(x, q) x À, 2./q JCoshQ)cos(2 [a Sinh(x) 


2,2 
b b 
Posons q= Ad =ve et 2 en et aa nb et Ap = 4plq)+0 Va 


D {Sin(vb )Cos(vb; )- ide n(vb, }+ | nie 
+av{- Sin(vb )Sin(vb, )- Cos(v b; Kolb, } SS 


dal 
EEN DEEN 


2n,2p x Ory 


= EIER S a côun] co di Sin(v(b, -b ))+avCos(v(b, -=b )} 

Cette équation déterminantale approchée donne des coefficients du déterminant uniquement 
diagonaux, et dont les valeurs ne dépendent plus de l'indice n à part la constante de 
proportionnalité qui ne s'annule jamais. Il reste donc un spectre de valeurs propres uniquement 
déterminé par la résolution d'une simple équation transcendantale dont le spectre discret est 


-b ))+ avCos(v(b, -b )) = 


indicé par les valeurs m : Däi, qe la même que pour le problème cartésien. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Résolution numérique des racines de l'équation déterminantale 


Le schéma de résolution numérique des racines de l'équation déterminantale est identique à celui 
du cylindre elliptique plein. Pour la recherche des racines, on augmente la taille du déterminant 
(une taille de 6x6 suffit amplement en partant de 1x1) et l'on constate une rapide convergence. 
Cela permet également de repérer les indices 2n et m des diverses racines trouvées qui 
apparaissent progressivement lors de l'augmentation du déterminant. Pour repérer les valeurs 2n 
et m, il suffit de partir du déterminant simplifié à la diagonale principale de la matrice qui devient 
alors une simple équation transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution 
numérique donne les valeurs approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par 
retour permet d'identifier la valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation 
déterminantale 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions: a2=2, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v3, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.549306, n1=ArcSinh(b1/c)=0.115215, a1=c Cosh(n1)=1.74356 : 


h=6/a  |0,1 21 4,1 6,1 0,2 8,1 22 10,1 4,2 6,2 0,3 8,2 23 

Neumann= 2.143117561 3.179444913 4.203127050 5.230477330 6.127615202 6.385411810 7.198008439 7.645371627 8.329596029 9.510282688 10.06231554 10.72897349 11.11561578 

0 7974216 2946703 658378 158783 093693 783283 92286 187686 35221 66496 668911 3197259 0935999 

1 2.643968775 3.636009363 4.650477738 5.637115131 6.328235084 6.718168123 7.380466644 7.921838520 8.494773271 9.659512200 10.18624794 10.86375466 11.23240130 
2922767 693116 430433 156324 117941 562586 031689 781024 884279 589974 628969 2760806 4845245 

2 2.959170687 3.945363236 4.970535023 5.956224878 6.509712711 6.990013108 7.548299882 8.150681799 8.648907732 9.800491746 10.30528614 10.99248795 11.34508741 
182264 499361 287796 224499 716794 255012 789295 009513 420943 605402 4669074 6050452 4575953 

10 3.756624283 4.797611836 5.904809266 7.020578575 7.328081020 8.082711671 8.348381483 9.126270392 9.422492401 10.54246919 10.99865438 11.70074049 12.01819400 
075153 991242 594317 71491 7441265 56839 393938 108998 139037 0397453 9181487 6432198 9196424 

50 4.098716165 5.186776374 6.348015232 7.547271614 7.922872062 8.744403464 8.973150444 9.893207077 10.07265543 11.21400948 11.75471732 12.39069054 12.79147192 
727245 35255 35095 391954 552498 815072 834236 36307 2124051 294961 9815694 1283831 1080584 

100 4.147822319 5.242949445 6.411965741 7.621789997 8.018289472 8.835849867 9.075328851 10.01084455 10.18138852 11.32917234 11.89460249 12.51211807 12.93780394 
164185 148127 165399 03108 4956 760846 319707 6757668 6308242 2197355 187356 8637158 0539386 

Dirichlet= 4.198163860 5.300464976 6.477254229 7.697271626 8.116994733 8.927401946 9.181139517 10.12814860 10.29414298 11.44879792 12.04138320 12.63857778 13.09168159 
030879 3872775 676147 899461 897036 618236 158208 6415737 1153302 8204739 2677292 5899365 793596 

3 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions: a2=4, b2=1, b1=2b2/10=0.2, c=v15, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.255413, n1=ArcSinh(b1/c)=0.0516169, a1=c Cosh(n1)=3.87814 : 


h=6/a |0,1 21 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 22 4,2 6,2 8,2 10,2 0,3 

Neumann= 2.074935822 2.612038199 3.193636835 3.808569678 4.447793306 5.104167360 6.011950580 6.529116151 7.065285338 7.619011838 8.188888983 8.773572525 9.940676166 

0 7177477 52032 8786984 2214233 818448 581388 1197874 3565665 083375 546697 005159 401054 731492 

1 2.557157671 3.054574497 3.597319942 4.176966089 4.785456184 5.408510372 6.213698045 6.722655597 7.250754340 7.796610539 8.358862281 8.934957282 10.06528623 
084197 0966333 0570463 228437 05285 903402 797909 908229 291146 281871 903177 90373 5848097 

2 2.860280370 3.347368498 3.875996697 4.440054673 5.033350865 5.646996599 6.395132544 6.897985206 7.419876935 7.959514195 8.515608337 9.085501563 10.18469926 
2577972 724397 3182234 100087 488068 60503 261815 810644 717397 454687 980328 042067 543731 

10 3.627687336 4.129056283 4.660748048 5.219340285 5.801485988 6.408581212 7.204544090 7.699711028 8.211377580 8.738683407 9.280749469 9.838987891 10.87544159 
43361 571427 517281 200603 040184 163509 593428 070052 118995 064402 959638 24859 3012143 

50 3.959595046 4.479722951 5.027673073 5.600189259 6.194203686 6.807315506 7.789890233 8.298250406 8.821528856 9.358899069 9.909540496 10.47307920 11.62375277 
1844693 249914 512091 231679 9224 626785 616817 70293 817316 99334 075119 9445665 7263892 

100 4.007547707 4.530614271 5.081246667 5.656209833 6.252466429 6.867356622 7.884075301 8.395383668 8.921470966 9.461511968 10.01468911 10.58032292 11.76234258 
0720975 140063 615843 204805 0054766 601294 6595135 945822 490226 00147 199629 450587 423788 

Dirichlet= 4.056808735 4.582894486 5.136293351 5.713791591 6.312382210 6.929332467 7.981671465 8.496092216 9.025162153 9.568058038 10.12396611 10.69209130 11.90797979 
623673 773889 566075 748811 373066 265208 147845 99283 579807 577696 9339658 5197334 8493512 

3 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Valeurs approchées asymptotiques des racines de l'équation déterminantale 


Comme le calcul des valeurs approchées a déjà été réalisé dans le cas le plus général du cylindre 
creux avec deux échanges intérieur et extérieur, il vient : 


Sini P m ) al D un ) 
v(œiB> + or )Cos| ve(Sinh(n>)- Sinh(m ))- (4n +1)ArcTan = (av? D, ka ve(Sinh(n>)-Sinh(m ))- (4n +1)ArcTan SR 
Cosi 2142) SÉ) m +n ) 

i 2 i 2 


Sinh| 122 ) 


2 


M0 Bi aa B> B= va = Bond vc(Sinh(n, )-Sinh(n ))-(4n +1)ArcTan > 7 
SR tn ) 
2 


Je donne également l'expression approchée des termes de la matrice diagonale : 


ce, (0, ) ce (0,4) . ce) (0, oke, (6, q) d, 
J ; AUP ; Ne,,(x,q)= 2n S f P à P 
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deg q) $—Ce, (0. oke Cosh(x)Sin(y(v,x)) Ne;, (EN X Cean DÉI SE 


CT [ø {Ne, (m, gies, Jez, (m, 4)Ne (m. ale a {Ne, (m, q)Jez,'(2,4)- Je, (m, q)Nez,'(2,9)} | 


Cosh 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Expression de la solution du problème aux limites sur le cylindre elliptique creux : Robin homogène 
extérieur, Dirichlet homogène intérieur 


Sachant que sur ce type problème aux limites (réchauffement, refroidissement), il convient 
d'utiliser la propriété d'orthogonalité bidimensionnelles du produit des fonctions propres radiales 
et angulaires de Mathieu (voir également le problème aux limites de l'équation de Laplace sur un 
cylindre à section elliptique), alors la forme de la solution est la suivante : 


z a OT 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites de Robin et de Neumann: cylindre creux de longueur infinie de section elliptique soumis 


à des conditions initiales de température fixe To et une condition aux limites de Robin 


homogènes de température sur la surface intérieure et condition homogène de Neumann sur la 
surface extérieure, problème de refroidissement 


Le régime transitoire est solution du problème suivant : 
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Valeurs approchées asymptotiques des racines de l'équation déterminantale 


Sinh| 12 M Sinn 122 ) 
2 ) = (aav? DD. ka ve(Sinh(n, )- Sinh(n ))— (4n +1)ArcTan 2 


SR tn ) 
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v(a B, +aßı)Cos| ve(Sinh(n, )- Sinh(n, ))- (4n +1)ArcTan 
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Sinh| 127 ) 
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SÉ) IC 


dl B—0 aa B> ß=>vaTan| ve(Sinh(n,)-Sinh(n,))-(4n+1)ArcTan 
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Je donne également l'expression approchée des termes de la matrice diagonale à partir de 
l'expression originale : 
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Il vient : 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


2i 
Posons q= s >> 0> 2q =vc et y(v,x) = veSinh(x)-(4n + Mr Ten) 
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Valeurs propres approchées pour diverses paramètres de la condition de Robin 


Le schéma de résolution numérique des racines de l'équation déterminantale est identique à celui 
du cylindre elliptique plein. Pour la recherche des racines, on augmente la taille du déterminant 
(une taille de 6x6 suffit amplement en partant de 1x1) et l'on constate une rapide convergence. 
Cela permet également de repérer les indices 2n et m des diverses racines trouvées qui 
apparaissent progressivement lors de l'augmentation du déterminant. Pour repérer les valeurs 2n 
et m, il suffit de partir du déterminant simplifié à la diagonale principale de la matrice qui devient 
alors une simple équation transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution 
numérique donne les valeurs approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par 
retour permet d'identifier la valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation 
déterminantale 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions: a2=2, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v3, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.549306, n1=ArcSinh(b1/c)=0.115215, a1=c Cosh(n1)=1.74356 : 


h=6/a |0,1 21 41 0,2 61 22 8,1 4,2 10,1 6,2 0,3 8,2 23 

Neumann= 0 1.654980263 3.120920890 4.166373090 4.575247804 5.264629355 6.016743773 6.451987980 7.439184403 7.707725756 8.101712811 9.010983434 9.163821567 

0 0341075 8385224 488708 914871 6632004 866749 6680285 5703985 450133 30096 933577 979738 

1 1.051223955 1.983778324 3.277394601 4.452916666 4.661640196 5.524879964 6.065330447 6.688685733 7.461302887 7.922859059 8.255247342 9.203998911 9.309345430 
7676437 0591 271472 108193 631015 870398 6236505 273644 9098575 754377 88009 936155 812098 

2 1.352785715 2.197678761 3.387131536 4.686148631 4.722551988 5.740936744 6.099660103 6.886857535 7.478201948 8.103326421 8.399031492 9.367351052 9.446271052 
4446865 4061335 6374732 963886 823184 801308 285767 992935 275096 752064 896167 528521 290927 

10 1.903360824 2.805343443 3.766737735 5.511769209 4.931404170 6.550218630 6.216646945 7.661658318 7.544095093 8.832165837 9.147275446 10.03959723 10.17636979 
7502918 537326 9216014 4623365 693328 113033 142717 147229 287528 528086 026203 0267367 7527759 

50 2.090508586 3.095465649 4.076304503 5.982000883 5.123419202 7.042860126 6.322786997 8.166826736 7.608907503 9.341425545 9.823204819 10.55465255 10.86675038 
4420077 1497503 343211 6072684 652725 018726 304327 883209 983956 330798 059603 9574913 2524675 

100 2.116512659 3.137089908 4.136450150 6.053645214 5.170862755 7.119138326 6.349945043 8.246750377 7.624497747 9.424198595 9.940170938 10.63992941 10.98837303 
1613572 4794175 970527 021562 050847 662753 682567 363007 962236 97474 301296 0361063 4877645 

Dirichlet= 2.143117561 3.179444913 4.203127050 6.127615202 5.230477330 7.198008439 6.385411810 8.329596029 7.645371627 9.510282688 10.06231554 10.72897349 11.11561578 
7974225 2946685 6583835 093706 158783 923033 783262 351967 187594 665772 6689133 3197238 0936066 

ss 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Voici les 14 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions:  a2=4, b2=1, b1=2b2/10=0.2, c=v15, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.255413, n1=ArcSinh(b1/c)=0.0516169, a1=c Cosh(n1)=3.87814 : 


h=6/a |0,1 21 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 2,2 4,2 6,2 8,2 10,2 0,3 23 
0 0 0.86006852 1.63348157 2.40184604 3.16811198 3.93322326 4.04846361 4.57253340 5.12376611 5.69901687 6.29535911 6.91014968 7.97763464 8.49157408 
39343298 28700827 2181226 14820717 73113485 0990139 5642299 9039717 7085775 6293312 8684475 2319758 0455552 

1 1.06930397 1.50691946 2.05701052 2.69907984 3.38967737 4.05384199 4.33625552 4.84506251 5.38149537 5.94267747 6.52583782 7.12486516 8.13184479 8.64121468 
2456682 77868734 17652808 21428486 4445121 862596 1030538 1982102 653901 9370074 0489225 2898732 5272515 3402161 

2 1.35069047 1.80870651 2.32502659 2.90828828 3.54680529 4.15928375 4.57091599 5.07079161 5.59775310 6.14930415 6.72295018 7.31342288 8.27631546 8.78185122 
38765562 29332265 59202205 12568975 24397786 0230086 2502574 8531076 4480507 6134605 3639332 8246198 4360213 906806 

10 1.85197779 2.36410234 2.92211261 3.50815671 4.10249376 4.71483339 5.39921654 5.89599813 6.41445542 6.95310794 7.51045479 8.08894451 9.02738691 9.52409226 
1732142 64006525 8219637 3547685 1412259 7529165 002363 5060667 7524424 1886311 64186 4835399 7935596 6585502 

50 2.02557019 2.55716017 3.13385445 3.74369232 4.37644064 5.02518708 5.86744699 6.37897802 6.90994568 7.45889876 8.02441844 8.60564045 9.70261597 10.2086903 
80332805 28448186 23887224 6970288 2877096 4517397 9282233 0986514 5904255 50126475 5106942 3992622 0432175 796007 

100 2.04993974 2.58425666 3.16339167 3.77582365 4.41199001 5.06451808 5.93856795 6.45285606 6.98635984 7.53762992 8.10525283 8.68801149 9.81910862 10.3278785 
40092926 1390432 18826978 81251547 3043204 8782568 1700818 9072184 4332995 4868646 5572129 8046807 1796246 32622371 

oo 2.07493582 2.61203819 3.19363683 3.80856967 4.44779330 5.10416736 6.01195058 6.52911615 7.06528533 7.61901183 8.18888898 8.77357252 9.94067616 10.4523607 
27177477 952032 58786984 82214233 6818448 0581388 01197874 13565665 8083375 8546697 3005159 5401054 6731492 5313943 


Expression de la solution du problème aux limites sur le cylindre elliptique creux _: Robin homogène 
intérieur, Neumann homogène extérieur 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Etude d'un problème transitoire de diffusion en coordonnées elliptiques avec conditions aux 


limites de Robin et de Dirichlet: c lindre creux de lon ueur in inie de section elli ti ue soumis à 


m o 
de température sur la surface intérieure et condition homogène de Dirichlet sur la surface 
extérieure, problème de refroidissement 


Le régime transitoire est solution du problème suivant : 


=0 C.L. 
ot cf Cosh? (n)- Cos? (0) on 


1 ÔT;(n.6,1) a ÔT;(n.6,1) 
ô 


AT,(ņ,0,t)- Bd ER =0 Liaoäil pn CI T(n.0.0)=T, 
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Sans rentrer dans le détail, étant donné que les calculs sont similaires à ce qui a été exposé 
précédemment, nous donnons l'expression de l'équation déterminantale et de la solution ainsi que 
quelques valeurs propres. 


Équation déterminantale. 


| 1 22 | 1e g ` 
Indice de Kronecker Kä afn) = ra) (CosA(n) y, (a) = D la Aa, Ss a» (a+ Sich 
1,0 2 


2 
1=0 
pelen, (maVes,(n3,4)-Jes,(m4)Nez, (12:45 p + 


LEET od? i gi ce, „(0,q)cez(0,q) Eoo ba: Eos 
AENT (m.a Ve,, (7.9 )- Jez, Io, ale, o, all SR d0 [JCosh(2n,)- Cos(26) ie Biy bye 


= bre is: Ega à IE 


BcÂNe;, (m.aVes,(m,4)-Je>,(m.4)Nes,(n2,9)6,. + 
E 5-0 Q. 1 (Cosh(2n,)) 
2n,2p — 


{Ne (m4 Ve:, (72,4 )- Jezp' (m4 es, ( VE) Ara le 


j=0 
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Valeurs approchées asymptotiques des racines de l'équation déterminantale 


Sinh| 12 ) al "2 =m ) 
v(a, Ba 3 or Koel ve(Sinh(n, )- Sinh(n, ))- (4n +1)ArcTan 2 = (av? BB: ka ve(Sinh(n, )- Sinh(m ))— (4n + 1)ArcTan EON A 
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2 2 


pl Hä Di 
S 
| | inh 5 ) 
a; > 0 B3 —1 aoa Bı > B = ~va = B Tan| ve(Sinh(n, )- Sinh(m ))- (4n +1)ArcTan 


SE #72 ) 
2 


Je donne également l'expression approchée des termes de la matrice diagonale à partir de 
l'expression originale : 
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Ez, 2p =27 
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Esp 


J2 
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Valeurs propres approchées pour diverses paramètres de la condition de Robin 


Le schéma de résolution numérique des racines de l'équation déterminantale est identique à celui 
du cylindre elliptique plein. Pour la recherche des racines, on augmente la taille du déterminant 
(une taille de 6x6 suffit amplement en partant de 1x1) et l'on constate une rapide convergence. 
Cela permet également de repérer les indices 2n et m des diverses racines trouvées qui 
apparaissent progressivement lors de l'augmentation du déterminant. Pour repérer les valeurs 2n 
et m, il suffit de partir du déterminant simplifié à la diagonale principale de la matrice qui devient 
alors une simple équation transcendantale pour chaque valeur de n et qui par résolution 
numérique donne les valeurs approximatives autour desquelles la convergence s'effectue et par 
retour permet d'identifier la valeur de n et m dans la résolution approchée de l'équation 
déterminantale 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions: a2=2, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v3, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.549306, n1=ArcSinh(b1/c)=0.115215, a1=c Cosh(n1)=1.74356 : 


h=6/a |0,1 21 41 6,1 0,2 2,2 8,1 4,2 10,1 6,2 0,3 8,2 23 

Neumann= 2.285269885 3.503968087 4.818448009 6.159157298 6.163971329 7.245367372 7.511032469 8.389129706 8.890546159 9.583822329 10.08338699 10.82016609 11.14047180 

0 255015 3279297 119476 070016 935827 006828 358121 481762 861806 179606 4270558 845135 2429317 

3: 2.730951615 3.856604014 5.095822293 6.327507955 6.376274569 7.430362737 7.676547404 8.562047510 8.984251676 9.746493614 10.20708230 10.97386940 11.25878537 
982942 950094 363135 999218 104087 261331 430591 976447 83855 406832 3533362 4622041 9473313 

2 3.018694465 4.106399142 5.304497964 6.480226556 6.546226902 7.598145749 7.808300248 8.719683488 9.065610109 9.894997635 10.32552691 11.10421906 11.37238889 
3112673 816423 051984 096293 27915 453093 941805 160044 465041 659179 6462184 4701054 8759151 

10 3.767963748 4.837682982 5.988591348 7.170435934 7.340491641 8.377228872 8.339373702 9.471731930 9.467756700 10.61600636 11.01053693 11.80248954 12.04064813 
416863 014911 945424 7089275 357544 412632 724805 233311 379999 7084555 587262 317245 4732931 

50 4.100120430 5.193600661 6.362362119 7.570164801 7.924412890 8.979003060 8.774931796 10.08398590 9.933160907 11.23204879 11.75646193 12.41650513 12.79710157 
962816 516646 137556 405839 546644 368367 687113 816908 797957 9224124 7659873 7593685 1783072 

100 4.148444906 5.246230273 6.418896696 7.632725315 8.018921355 9.078116549 8.849886627 10.18690990 10.02771090 11.33803573 11.89528662 12.52488571 12.94047560 
3132836 1081065 518913 846852 135689 568778 692873 6073886 713214 8581956 7476677 9996503 8563538 

Dirichlet= 4.198163860 5.300464976 6.477254229 7.697271626 8.116994733 9.181139517 8.927401946 10.29414298 10.12814860 11.44879792 12.04138320 12.63857778 13.09168159 
0308795 38729 676155 899352 897029 158192 618213 1152813 641574 8204636 2677261 589947 7936232 

d 


Voici les 13 premières valeurs approchées des racines v de l'équation déterminantale, pour un 
cylindre elliptique creux de dimensions:  a2=4, b2=1, b1=2b2/10=0.2,  c=v15, 
n2=ArcCosh(a2/c)=0.255413, n1=ArcSinh(b1/c)=0.0516169, a1=c Cosh(n1)=3.87814 : 


h=6/a |0,1 21 4,1 6,1 8,1 10,1 0,2 22 4,2 6,2 8,2 10,2 0,3 

Neumann= 2.102929242 2.655706558 3.256818387 3.894858619 4.560677995 5.247285645 6.020348393 6.538932320 7.076635043 7.632001463 8.203614902 8.790120379 9.945625632 

0 3632047 1610604 687335 5989936 7733385 937733 909971 561767 201138 293418 150292 419163 696729 

1 2.573939906 3.083039044 3.640945658 4.239134069 4.869529970 5.512309782 6.221489097 6.732282293 7.262387066 7.810408465 8.374972228 8.953246708 10.07011614 
849599 6281433 1007085 262157 9905715 382951 368175 96942 3772285 325529 609296 497186 5752216 

2 2.871573885 3.367622544 3.908126458 4.487039275 5.098013983 5.727832095 6.402132864 6.907071125 7.431262836 7.973402726 8.532188063 9.104672016 10.18933379 
5575736 4200156 29705 024213 886965 859684 314611 260652 840186 291639 588492 671682 2952628 

10 3.629598473 4.133601566 4.668793077 5.231850869 5.819488732 6.433207980 7.207018695 7.703904409 8.217536722 8.747059630 9.291594264 9.852882695 10.87795908 
3574613 049838 31413 094859 595894 202812 975533 296227 76333 33033 638224 605162 6623571 

50 3.959777688 4.480412296 5.029019253 5.602355465 6.197364735 6.811702881 7.790132367 8.298933033 8.822719187 9.360667440 9.911960291 10.47628813 11.62405375 
879359 606796 4873785 543803 333115 956614 405424 84769 43873 710442 723142 6444735 6566315 

100 4.007621118 4.530936845 5.081890728 5.657253362 6.253992212 6.869465357 7.884163122 8.395691495 8.922032063 9.462361097 10.01586243 10.58187557 11.76244668 
682493 550383 963092 77805 852875 59233 205401 042398 40622 078935 6864404 292349 0728088 

Dirichlet= 4.056808735 4.582894486 5.136293351 5.713791591 6.312382210 6.929332467 7.981671465 8.496092216 9.025162153 9.568058038 10.12396611 10.69209130 11.90797979 
623676 773951 566064 748694 374957 273137 147755 992913 579643 577641 9339308 5197334 8493512 

S 
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Expression de la solution du problème aux limites sur le cylindre elliptique creux : Robin homogène 
intérieur, Dirichlet homogène extérieur 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 


Problème de diffusion en coordonnées elliptiques cylindriques à trois dimensions 


On a vu que le système elliptique polaire est défini par le changement de variable : 


x =c Cosh(n) Cos(9) 
y =c Sinh(n) Cos(9) Zz 


Les variables n, Ÿ sont respectivement les variables radiale et angulaire, z la hauteur et c est un 
paramètre d'échelle. Le Laplacien en coordonnées elliptiques cylindriques 3D (n,0,z) s'écrit sous la 
forme: 


2 2 2 
Aroa _ 1 ô Zb, ô T(7.9:2:t) Ra T(7,0,z,t) 
c° (Cosh° (n) — Cos? (0)) ôn 600 ôz 
L'équation de diffusion s'écrit donc : 
1 Gm, O'T(n,8,2:t)|, @T(N.0,z,t)_1 OT(n.0,2:1) o 
last Cosi ar 30? âz? 5 à 
| CL. Be 2t)+a TE) bës 

(n,9,z)eQ de frontière 0Q An 8 


CI T(n,0,z,0)=T.(n,0,z) 
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Par séparation des variables la solution de l'équation s'écrit 


T(n,0,z,t)=U(n,8,z)D(9 
1 @U(n,0,z) O’U(n,8,z)\ 8UN,0,z) > 
Co Ge U(n.0)=0 0 
reel on Y 30? OG ES +u, U(n,0) U, > 
LD > > caji S Le 
-u > DD=e "> Fin, X U .(n,8,z)e 


ô D(t) LU, ,n=1,+00 
Si l'on poursuit la séparation des variables sur les trois coordonnées radiale et angulaire et la 


hauteur : 
I CU(n.0.2), SU(n,0,z)| do U(n,8,z)  ; E ` 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Problème de réchauffement ou de refroidissement à température constante : Cylindre de 


longueur z de section elliptique soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de 
conditions aux limites de Dirichlet inhomogènes de température To, problème de réchauffement. Le 
problème de refroidissement consiste en une condition initiale à température Tọ et une condition 
aux limites de Dirichlet homogène : 


1 ÔT(n,0,z,t) 
AT(n,0,z, = 0 
eg 
C.L. T(n,0,z,t}n-m =T, C.L. T(n,0,z,t}n-m =0 
Réchauffement z=h Refroidissement z=h 
CI T(n,0,z,0)=0 CI T{(n,0,z,0)=T, 


Les solutions des deux problèmes sont similaires, en ceci que le régime transitoire est l'inverse 
négatif de l'autre, et les régimes permanents sont triviaux soit TO, soit nul. Il suffit donc de 
considérer le problème aux conditions aux limites homogènes. De part ces dernières, la condition 
initiale et la configuration géométrique elliptique font que la solution recherchée doit être paire, et 
de période r en variable angulaire : 


Soit Vt,T(n,0,z,t)=T{(n,-0,z,t) et T(n,0,z,t)=T{(n,0+x,z,t) 


Par ailleurs les harmoniques en z sont des fonctions sinusoïdales : 


Z'(z)+r°Z()=0= Z,(z)= Dale zl t, =— 
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D'après les propriétés des fonctions de Mathieu périodiques. La solution du régime transitoire est à 
rechercher sous la forme d'une série, à trois indices, lorsque l'on prend en compte les conditions 
aux limites homogènes de Dirichlet (chaque indice est intimement liés à la condition homogène 
dans chaque dimension). Par ailleurs la condition de régularité du gradient s'applique et impose de 
ne choisir que les fonctions de Mathieu angulaires et radiale de première espèce: 


U, (n.0)=Je,, (n.a)ce,, (0,4) q == u =T + 


n=% m=+0 [=+00 
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=+00 /=+00 ee _ [nr Ami 
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m=0 4al n=1 


Pour les deux fonctions de Mathieu et Mathieu modifiées, il est important de représenter ces 
fonctions comme décomposition de fonctions sinusoïdales pour la partie angulaire : 


~ 


=00 


ce,,(0,q)= AE” Cos(21 0) 


0 


~ 
Il 


ce, (0,4) el Za 1 
deal RL AG Iy Sa Sinh) = ée TN AE, (2 Vacosh(n)) 
0 1=0 0 1=0 


ce, (Oa)een| Za) =% 
an AODA (ue hier 


Pour satisfaire à cette condition aux limites de Dirichlet, il suffit que 2" (1:4) = 0, Et Je respect de 
ces conditions introduit une multiplicité supplémentaire des valeurs propres et fonctions propres 
admissibles dans le développement en série. Le troisième indice I est ainsi introduit, en le faisant 
varier de 1 à l'infini. Il représente toutes les valeurs admissibles de q tel que l'équation 


Je, (Mo) = 0 S DC 
transcendante *°2""10 soit vérifiée Je E E 


Il est important de constater que le système de fonctions propres de Mathieu est totalement 
indépendant en valeurs propres des valeurs propres axiales de la dimension hauteur. En cela on 
obtient donc un jeu identique de fonctions radiales et angulaires que pour le problème elliptique 
polaire. Donc nous reproduisons un exemple de valeurs propres obtenus déjà précédemment. 
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Exemple : soit une ellipse de grand et petit axe a,b, le paramètre £=b/a se calcule comme suit et les 
valeurs propres sont les suivantes : 


b a 1 
de CURE es die Je, (M0 2m) = 0 
n =0 > Je (5; 401) = 0 
E= ` = N, =1.098612 qo, =0.6659712, 3.8214069, 9.778336, 18.514175, 30.026436 
E€ =2 > m =0.549306 q, =2.675045, 18.664299, 49.500992, 95.145574, 155.59564 
E€ =3 >n, =0.346574 qo, =6.215625, 47.7875, 128.8875, 249.4625 


n=]1> Je, Dia, 421) = 0 


E= À = N =1.098612 o, =2.7204526, 7.4232052, 14.937313, 25.291423, 38.432201 


E€ =2 => mM =0.549306 q,, =7.5213012, 28.022784, 63.729458, 114.28136 179.65104 
E€ =3 >n, =0.346574 q,,—13.018683, 62.794186, 152.36748, 281.45415, 418.03752 
n =2 > Je,(n;q) =0 

E= ` = N =1.098612 q,, =6.1823218, 12.717788, 21.635037, 33.52658, 48.266678 
E€ =2 => m =0.549306 q,; =15.63515, 40.148042, 80.589915, 135.98582, 206.23841 


E =3 > 1, = 0.346574 Qui = 23.468485, 80.854477, 178.78862, 316.33769, 493.41248 
n=3> Jee Dia, del = 0 


e= = m =1.098612 d =10.762775, 19.614843, 30.099482, 43.337054, 59.60616 


E€ =2 >M =0.549306 g;,—27.134765, 55.25241, 100.23603, 160.37911, 235.45584 
E€ =3 >M, =0.346574 qs, =37.8625, 102.1875, 208.2875, 354.2125 


Les expressions asymptotiques de Goldstein donnent des valeurs approchées de ces racines pour q 
grand, prise au seul premier terme de développement, des fonctions de Mathieu radiales d'ordre 
entier (voir A.Erdelyi H.Bateman HIGHER TRANSCENDENTAL FUNCTIONS_VOL_III, formule 7 section 
16.7 page 127), ainsi que MachLaclan Theory and Application of Mathieu Functions, additionnal 
results 6, page 385, formules (1,2) pour la fonction Je: 


Je, (x, q) = _cen(0,q) Co Sanel (2m + EE q très grand 


VCosh(x) 


Avec Acel Tan à) = Z ArcTan(Sinh(x)) 


L'expression de Goldstein ne met en jeu que des fonctions élémentaires, et il est facile d'obtenir des 
expressions approchées des racines d'une équation transcendantale. Prenons pour une condition 


SE e, Ia, dl 0: 


aux limites Oo. ol, =0, la première équation Cosh(n, )= 
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L'équation transcendantale se réduit à une simple expression : 


T DE + (4m +1)ArcTan GN 


Cod ES He und rat DI EE SCH 


Pour respecter maintenant la condition initiale (en utilisant déjà l'orthogonalité des fonctions 
sinusoïdales axiales ) , il vient : 


A St Lion n=© B 
T SES SE ” Je,, hn, Aom, ) Cem (o, Aom D SC sc e Jsi z] 


IT m=0 1-1 azi 


Pour déterminer les coefficients Bam, je vais également utiliser les formules d'orthogonalité des 
fonctions de Mathieu et: 


No 27 


f f dn d0 Jezm (n, domi ) Cem (o, Aom XCosh(2n)- Cos(20)) 
B m 00 


nml mais 


f f dn dO (Je, (n, ami IP (ce, (o, di IP (Cosh(2n)- Cos(28)) 


0 0 


Cela donne donc comme solution du problème de réchauffement et de refroidissement : 


C.L. T(n,0, z, t)z =h 
Réchauffement z=h 
CI T(n,0,z,0)=0 


ee n=% LS nêr? 43m V 
T(n,0,z,t)= T 2e > Se, (1, dani) cenn (0, danı JS Bea sin( 2 a 22 2 Le d ES "SE ) 
m n 


m=0 Il n=l 


ee T(7,0,z,t)n-m = 0 
Refroidissement z=h 
CI T(n,0,z,0)=T, 


Ti Jess ge H nêr? 42m 
EE | Jet, gleef Sams Sin?[ 2 )sin( 27 gd d E ) 


m=0 I= ni H h 
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Problème de diffusion en coordonnées paraboliques polaires à deux dimensions 


Le système parabolique polaire est défini par le changement de variable | _, uf Si y=auv 


où u,v sont les coordonnées paraboliques représentant un système de paraboles orthogonales 
entre elles et a un facteur d'échelle. Le Laplacien et l'équation de diffusion s'écrivent en 
coordonnées parabolique 2D (u,v) sous la forme : 


l Can, Tvt) \_1 OT (vf) | 
d'{u°+v°) Ou” ôv? ô ôt 


fez a T(u,v,t)+B re 
n 


0 (u,v)eQ de frontière CO 


= fa(u,v) CI T(u,v,0)=T;(u,v) 


Sa 


Par séparation des variables la solution de l'équation s'écrit : 


1 @U(u,v) OU(u,v 
T(a,v,1) =U(u,v)D() ll i P ex ua) =0 A. 0 
170) 


ZY = Di ef > T(u,v,0 = a U.(u,v)e 
ô D) n (£) (u ) > n 4 (u ) 


LU, ,n=1,+00 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Si l'on poursuit la séparation des variables sur les deux coordonnées : 


1 aUl v) @U(u,v)\ » S z 
ap ou” ðv? ja EE 


— R'(u), gh fe 2 (24 y2 — Ru) e PU = @"(v À D ps 

a an) a Ke ch p 

SE a] au? )R(u)=0 Paaa? e vl-kp -a?r )R(u)=0 
)+ 


équations de propagation de Bessel 
"(v)+ Giel av”)0(v)= 0 END Gs SEN teg propagati 


rtf ils rad AA Aale Ad au) 


Choix + B? = 


o"(v)+ (8° +a’ tr) =0= Ell CCR) 


re zeideg Jal 4, lanp a Bu) 


Choix - 8? > 


erh JE" -av Bil 0% RECETTE) 


R'{u)+a 1° R(u)=0= R(u)= All SC lei, E 


2 


O"(v)+av'O()=0= Gel Ww D IC kal 


Choix p? =0 > 
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Pour montrer que les solutions précédentes dérivent bien d'une équation de propagation des ondes 
de Bessel, prenons les deux équations suivantes transformées des équations originales de Bessel et 
de propagation de Bessel qui ont pour solution : 


n 2a -1 EER a?’ -n 7 Wee Z(c)= z (4,9, ( 2')+ 47, ( z') sineN 
ONCE z AE Je z k LL ne 2')+ AJ (Bz )) sineN 


z -n 


z Sc 


(2) Equation d'onde de Bessel ACCES +8? -Z zo- 0> À Lla B,z )+BJ ,(a,B,z) 
V(z) AS V'(z) NÉI SE PEUX. Liz) 3V(z) 
= Z'(z) RS SE (z)= SS SSES 


EE 


En posant z(z) = 


1 1 
En posant a =" ;7=2; B?’ = ain =- dans Dan: 


UI Z'"(z)+ a?z°Z(z) = 0 


ie E I 


En posant p = ` dans (2)= V'(z)+ (a?z? + B°V() = 0 


Choix + B? = Il vient O"(v)+ (e? +a°v° bi 0 = E(v)= ETC 8.1 (ah) 


R'{u)-(8° -au R(u)=0> Bin TETE 
2 


2 


CU) 


R"(u)+ (e? +a’ u’ )R(u)= 0> R(u)= das (pu DAC) 
Choix- B° = 2 2 


"(v)-(8° -av bilt D 0% MUC CE) 
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Exemple : cylindre de longueur infinie de section parabolique ou disque de section parabolique 
symétrique, soumis à des conditions initiales de température fixe 0, et de conditions aux limites de 
Dirichlet inhomogènes de température To, problème de réchauffement ou de refroidissement. 


1 ©T(u,v,t) @T(u,v,t 1 OT (u,v,t 
qe en) EG E 
CL. T(u,V,t}uis = 0 CL. T(u,v, tes =T, 
CI T(u,v,0)=T, CI T(u,v,0)=0 
Les solutions sont de la forme : 
(a, B, v}+DJ, de D. A 


)= dr) L (a,p,u)+B lepu) d 
to! uso} 


2 


ou Rul) Arlon e. B.u)+BJ, Jëllen 
: | 


ou ee) Jasas) | - E 


4 
La condition de régularité de la solution à 0, s'exprime par les limites suivantes 


Lim Vie verila Ra) 
Lim dr dëck: Lim xt dës Lim Vx v2 m 
Ehe 


La condition de régularité du gradient doit s'appliquer également à la solution recherchée. Elle est 
donc plus forte que la condition de régularité de la solution en O. Elle s'exprime communément 


sous la forme : 


2 2 
| (2) æ u’ +v’? 
Ov 


[En 
Ou 
Halil (ZA) voy rier 2 
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Pour cela constatons les développements limités suivant autour de 0 : 


p 
JxJ (a, B,x)x 2 x+0() Val, (a, B,x)= s x+0() 
| "e 
P S 
VxJ (a,b, x)= f EN Va (a, B,x)= f EN 


(3) 
2 


D | GA 
EE 


N 
— 
EE 
Al ra 
See 
Eege 


U(u)= dai (a, BA ag U(u)= (a, 8,4) Sg 

TR Dur: PO Alap) A: 

U(u)= a (8,4) Dall än! 

(ct ei "` PV (a, "Toma? 

U(u)= Vun (apsu) Olajat a (eru) l 

Fe W a 8 "leien se 070" 

U(u)= Vu än! Ulu)= Jul (apn) fE) E] SS 

LEI a Ba) re ap Se di SEET 

Sek KEEN tu) pe lga 
av? [5 se B 

ORS mb yo-a E] ($) 

or [EE ORES (is) 
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L'observation de la condition de régularité du gradient conditionne donc la forme de la solution 
séparée, et également par la condition d'annulation au bord du domaine, le système d'équations 


transcendantales suivantes : 
Sage) a, p, u) Jä 1 (a, Balk-Alo Bal: 
ou R(u D fr Së I (a, Buck (e | 
2 lk ell 

2 

ou EE 

gan A Je än 1 (a, 8,5)=7 ; 
ou R(u D, ea (BV) © | 
- J (2 |=0 

| 2 
ou R(u v)= lu Ju, Iech Jr 


(a, B, al 


Approximation asymptotique des équations transcendantale 
On peut utiliser les développements asymptotiques suivants des fonctions d'onde de Bessel J et I en 


fonctions de Bessel : 


_ +20) +108 dz) + +0) AGE je 
2 2 z(x) 


Q 
N 
= 
N 
me 
E 


Cal | Ets) 


er) LE an! Asa Gel 


dont un des développements de la fonctions d'onde de Bessel modifiée I est uniquement valable 


dx RER ArcSin([z(x) x) ce se? 


2 


pour ax<86: 
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On peut également utiliser les développements asymptotiques suivants des fonctions d'onde de 
Bessel J en fonctions d'Airy: 


oe, ER ol- 3 (arccosk)- EG) 
i SR aa A - co El D Ehe Keel 
à EE vr 
eat?) + 
RA lat e 


Cela permet de grandement simplifier le système d'équation transcendantale dont on peut 
numériquement constater que toutes les racines se situe dans le quart de plan a x>6, a>0 et 6>0. 


Dans ce cas on a très simplement et compte tenu que les fonctions de Bessel d'ordre 1/2 sont des 
sinusoïdes : 


L(e.8.)=7 (2,855) 0 Ja: SEN EE (GER -0 
2 2 3\ à (04 O a 
as) ~ , 
sf 2 k Jeck 
1 


I ,(a,,5)=J ;(a,8,5)=0 J 
2 2 


2 E 
as 
Jack, | 
41 2 J Ia k 
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On peut développer un peu plus les équations transcendantales en introduisant les indices dans les 
solutions : 


PF 


Posons © = = n==>ß=-=0) a=0n7 z% >l 
a 


, ositos +Loglos+ +0, ) 
Lëlz 


> 2 


E AE E) 


2 


sd Eca [E ot) EENEG His: t4 dre) -0 
a a n n 


(04 


cof E y) = Ai GER SES Cla, al D i)z S @,= A Cr $ " D t4 d dal =0 
a n 


2 
B=0 o 4 Jeck 
P 2 


Dans tous les cas les racines situées sur l'axe des abscisses 6=0, correspondent bien aux solutions : 


2 2 
as QS 
tq Jl a q J ell 
n q | 2 | n q | 2 | 


B=0 o 
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Résolution numérique des équations transcendantales 


Voici le graphe des iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales pour p=1/2: les 
points d'intersections sont les racines recherchées. J'ai également matérialisé la droite isolant le 
quart de plan, le tracé les iso-valeurs nulles du système transcendantale asymptotique afin de 
montrer que la convergence est très bonne dès les premières racines et les points d'intersection sur 
l'abscisse qui sont calculés à l'aide des zéros de la fonction de Bessel d'ordre 4 : 


i g cf | 


\ 
1 


— BesselWaveFromWhittakerM{a, 8, +, 1.41421) = 0 
(ei \23 D a? 
al eet: 
a Ce 


BessellWaveFromWnittakerM{a, B. z 1 41421) =0 
2 


2 
Les courbes concentriques sa Et) Mall T6 0, = al 4 autour de l'origine 
a 1 


repèrent l'indice n, les points d'intersections situés sur ces courbes sont en nombre limité sur le 
quart de plan, ce qui est logique car ils sont calculés à l'aide des zéros de la fonction d'Airy. La 
règle étant que pour la valeur de l'indice n, l'indice m varie de 1 à n-1. L'indice m=n correspond 
aux racines de la fonctions de Bessel d'ordre 14 sur l'axe des abscisses. 
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J'en profite pour illustrer l'indexation des racines, donc des valeurs propres du problème aux 
limites de Dirichlet, dans le graphe de contour suivant : 


40} 


BesseLWaveFromWnittakerli{a, D 5 1 41421)= D 


— BessellWaveFromWhittakerti|a, A 141421) =0 


| 
V V 
nogo {11411} naha peia nshs ele 
D 


0 10 20 20 40 50 
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Voici le graphe des iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales pour p=-1/2: les 
points d'intersections sont les racines recherchées. J'ai également matérialisé la droite isolant le 
quart de plan, le tracé les iso-valeurs nulles du système transcendantale asymptotique afin de 
montrer que la convergence est très bonne dès les premières racines et les points d'intersection sur 
l'abscisse qui sont calculés à l'aide des zéros de la fonction de Bessel d'ordre -+4 : 


d Besse za | 
ET E 


\ a 


— BesselWaveFromUittakeri{a, 8, - È, 141421) = 0 
2 


` ME anfi- 


— BessellWaveFromWhittakerM|a, 8, =t 141421) = 0 


\/ 


A j 
A 


Fé Se à X X X D A A A 
` X A NAINININKNININAAIN 
LAMVMVVVYVYYVNUU 


27 
autour de l'origine repèrent l'indice n, les points d'intersections situés sur ces courbes sont en 
nombre limité sur le quart de plan, ce qui est logique car ils sont calculés à l'aide des zéros de la 
fonction d'Airy. La règle étant que pour la valeur de l'indice n, l'indice m varie de 1 à n. L'indice 
m=n+1 correspond aux racines de la fonctions de Bessel d'ordre -+4 sur l'axe des abscisses. 


Là encore, les courbes concentriques Cu ou =0= Cla (2n+1)r e A s, (2n+1)x | 
a Hr ` | 
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Voici l'indexation des racines, donc des valeurs propres du problème aux limites de Dirichlet, dans 
le graphe de contour suivant : 


7 D 7 DS. ar 
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3. » 
/ 422.1} e ew 25,8 
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4 GE a 
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118,1 GEI {SE GH) 
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/ 418. ~ uaa D Ke eil CHE Fe 
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L 47,2 Ta e? e éi GI E 
/ 416.1} 17.3} GE? H #20 
416.2} is GE . 124, 0 
T'as "se 8, 6j es 3 
/ + 416.2 47 #18. Le 1 
415,2 #18.7) . 120, 10} . 
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Orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres du problème aux limites_ 


Soit deux fonctions propres du problème aux limites pour l'équation de Helmhotz de valeurs 
propres différentes, alors l'intégrale pondéré sur le domaine D est nulle, ce qui exprime une 
relation d'orthogonalité bi-dimensionnelle : 


OU (uv) , Za) 
Ou” ôv? 
Cut, Su 
Ou” ôv? 


+l +v U, (u, v)=0 
= T NIE ul, (uv)= 0 
A Adel? +v? U, (u,v)=0 R 


La démonstration est classique généralisant en quelque sorte l'orthogonalité des solutions propres 
d'un problème de Strum-Liouville. Pour cela on peut utiliser par exemple le théorème de la 
divergence ou de Green-Ostrogradski pour transformer une intégrale de domaine en une intégrale 
au bord du domaine où la condition aux limites annule l'intégrande. 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 
Solutions du problème de refroidissement ou de réchauffement 


; dos SH CL. T{u,v,t}u-+s = 0 S Bä 
La solution du régime transitoire : (u Ve se développe en quatre séries de 
CI T{(u,v,0)=T, 

fonctions propres deux à deux orthogonales, deux séries à double indexation et deux séries à simple 
indice. D'autre part il faut également tirer partie de la symétrie complète en n et v de la solution, de 


la symétrie du domaine et de la condition aux limites. On précise également que les fonctions : 
PACE x) et VxJ, E 


À 


doivent être vues comme des fonctions impaires de x et donc continuer analytiquement en x <0 
comme telles, et les fonctions : 


fade Al 


2 
Comme des fonctions paires de x, avec le même procédé de continuation analytique. 


Sachant également que la relation d'orthogonalité doit être étendue aux couples de fonctions 
possédant exactement le même jeu de valeurs propres, à savoir que pour une même valeur propre, 
il y a annulation d'intégrales du type : 


| auf ave che, BA 7, (ep. (a BV) (a Ba) 


—S0 0 


Posons  R(u)=1 dën ai. Gin Billie, Bu! R(v)=1:(a,p.v) 


NI 


| dul av ach (ap) Je, BH ile, D. v} SE b, v)= 


Posons R(u)=1 (a,ß, u) T NES alan) R(V)=1 ;(a.8.v) 


1 
72 
Di So So So 


Í duf dvp? +v? (u)R(u)Rv)R v )= | duu?R,(u)R, (u) dvRi (v ëch f dk ul, Ill dvv°R (v )R, (v) 


—$0 0 —$9 0 —S0 0 


Pour la simplification de l'intégrale, j'ai tiré partie de la parité du produit des fonctions : R, GR Lol 
Il s'agit donc de prouver que l'une au moins de ces deux intégrales s'annule : 


fa XR(x)R,(x)=0 ou ja R (x)R,(x)=0 


0 0 
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s I 


Pour démontrer cela on revient aux équations séparées du problème aux limites et l'on reporte les 


deux équations différentielles des deux fonctions propres de même valeur propre 


x)= (82 -ax JR) 

R,"(x)= (82 +a? )R (x) 

Or fax ( ) x G)-R "GR (x) = [R (u)R'(u)-R (u)r,'(u)l S= 0 
R (x)= Riaf-x)— R '(0)=0 


HESE SR R (= -R (x) A J0l- 0 


Sartre -R R) arr (8-2) (0) 


0 


Et ; 
-26° ja (OR) 


0 
Ce qui prouve l'orthogonalité. Alors dans ces conditions la solution peut s'écrire sous la forme 
= a 


2 


JA Di ube (nm) Pinn) pv} (n,m) J Blam) a] (ar Date 


” 
RO PAC ku H 
erf A | e 


T(u,v,t)= T, Ju dv + 
COR LUS ilap) 
cs oul ab 
+ 2 Co CU GE D DJ SN 


D Je kb: 
2 


ù les 4 coefficients se calculent à partir de la condition initiale de température fixe au bord du 


Ju a NN an EN 


4 


domaine, à savoir : 
fa dai vi +v Wu WC E 
ee : Bon) = 2 
[du] av (u ty Wi 7 (n,m) Ban puy IW (n,m) p Blam pv) | au fave Po (n,m) Pium) pa di (n,m) ul 
-s9 0 2 —$0 0 2 
Jap ez) lojet OCH 
n | aufa (u +v "Jus, {SE k = 1 "` fajol +v "ei / k ! Ch, ei 
4 =s 4 4 


äu 0 
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Problème de diffusion en coordonnées paraboliques cylindriques à trois dimensions 


Le système parabolique cylindrique est défini par le changement de variable 


vi 
2 


x=a y=auv z 
où u,v sont les coordonnées paraboliques représentant un système de paraboles orthogonales 
entre elles et a un facteur d'échelle. Le Laplacien et l'équation de diffusion en coordonnées 
parabolique cylindrique 3D (u,v,z) s'écrivent sous la forme : 


1 ST(uv,2t), ©T(u,v,z,t) m OT(u,v,2,t) 1 ƏT(u,v,z,t) -0 
ôu’ ôv? Ge" Ô ôt 


a? re +y) 


CL: a Mav r)a e Bilon 
(u,v)eQ de frontière 0Q 7 V2 Es 


CI T(u,v,z,0) = T,(u,v,z) 


"Jan (u,v) 


ôn 


Par séparation des variables sur le temps une solution possible de l'équation s'écrit : 


2 2 2 
- L k eg emt e Hax), E E 
(u +v ) Ou Ou Z 


T(u,v,z,t) = Uu, zu) > 
a 


LD ` 
8 Dim 


E e DO =e” > T(uv,2t)=U(uv,z}e 
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La séparation des variables spatiales donnent : 


tm, CU, 2), ou bz U(u,v,z)=0 U(uv,z)= R(u)O(v)Z() 


dl" +v?) Ou” ôv? 

1 (P NO pea RU) el a 
aro) Ru) a a aaa 
rt) a R'(u)-(+ p +e -2p Bal 

> Reli -r Jep =p e v) -rar o'v) Ep -e -2v Wil 
Ru) ER Z"(2)+r2Z(:)=0 


R"(u)-(t sier 
E"(v)+(+ 8° +a°v°)(v)= 0 


Assimilables aux équations de propagation de Bessel 


> En posant li = 0° | 


On retrouve les équations de propagation de Bessel d'ordre 


R"'(u )-(£° -a° u’ R(u) =0>R(u DEC iepel 


N 


Choix + B° > 
erla aëchbtl- Aë Jr ECOLE) 


r (u) zeideg Adel d egal 


Choix- B° => 


@"(v Va —oiv7 Blv) =0= Gu ONE AT) 


R"(u)+a u’ R(u)=0> Ru) = All al dk J 


2 


E"(v)+av’O(v)-0= O(v)- dalt: 2 Za sl 


Choix B° = 


2 
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Si nous prenons la variable de séparation t négative, en la fixant comme suit CA", alors on 
retrouve le problème indépendant de la hauteur, parabolique polaire, soit : 


E - La? u’ )R(u)=0 
@"'(v)+ (8° + Zav’ bivl- 0 


Quelques considérations de physique élémentaire vont nous permettre de choisir les variables de 
séparation. Dans un problème de réchauffement ou de refroidissement la partie transitoire a 
toujours vocation à devenir nulle au profit de la partie stationnaire qui est solution de l'équation de 
Laplace. C'est la raison pour laquelle le développement en exponentielle décroissante implique que 
À est un paramètre toujours positif (d'où la notation au carré). Pour ce qui est de la composante 
axiale de la solution transitoire, dans un problème de Dirichlet/Neumann/Robin elle doit s'annuler 
ou sa dérivée première, ou une combinaison linéaire des deux. C'est donc une composante 
sinusoïdale. 


équations de propagation de Bessel 


Pour ce qui est du problème aux valeurs propres dans le plan polaire, il s'agit de construire 
exactement le même jeu de valeurs propres et de fonctions propres que dans le problème à deux 
dimensions. Aussi je ne rapporte pas les simulations numériques réalisés dans le problème 
cylindrique parabolique polaire (deux dimensions). 


Solutions du problème de refroidissement ou de réchauffement sur un cylindre parabolique 
cylindrique symétrique de hauteur h 
. So E CL. T{(u,v,z,t}u-+ts = 0 S E 
La solution du régime transitoire : (u Je: se développe en quatre séries de 
CI T(u,v,z,0)=T, 

fonctions propres deux à deux orthogonales, deux séries à triple indexation et deux séries à double 
indice. D'autre part il faut également tirer partie de la symétrie complète en n et v de la solution, de 
la symétrie du domaine et de la condition aux limites. On précise également que les fonctions : 


2 
PACA Ha) et x Ja | sont impaires en x et que les fonctions x et les fonctions : 
2 4 


2 D 
JxI a By) et x] ES sont paires de x. 
2 4 


2 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Avec les mêmes remarques d'orthogonalité deux à deux des fonctions propres polaires, la solution 
peut s'écrire sous la forme : 


Bof Ba der (a. (n,m) phare} 

2 2 2 

ali) EN Bso |! det ZS, S 
2 Sin | S i 7 d 


H 


Bonm) = Je (n,m) D, m) ët, Je (n,m) Ath (na Bar ua, A 


+ > 
EES helt (as 10 


+ > cf 


nlJ; Jos } 0 


=+0 - se, 
+ » DA [= A hé Weg LÉ à | 
dx 4 2 l=1 l 2 h 
niJi | a d 


où les 4 coefficients se calculent à partir de la condition initiale de température fixe au bord du 
domaine, à savoir : 


DH y “Ha a EECH fa AE dl +v Mai A nb Bent} à le seb Bon) 


1 
E : Ban) = —— 
| duf vla +v Ji on) Bin Vi Cambian) he. verte? Lait, (tunj Pam) 
SCH: 2 a 2 
2 RH 2 
fa uja EE fa uja pa 
C= D,=— 
| duf dvp? vu WK Ma f du] avle? epa E p 
KN e le 2 a 0 UNE FL 
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Problème de diffusion en coordonnées paraboliques de révolution à trois dimensions 


Le système parabolique de révolution est défini par le changement de variable 


ui _ y? 

x=a uv Cos(o) x= a uv Sin(p) nn 
où u,v sont les coordonnées paraboliques représentant un système de paraboles orthogonales 
entre elles et a un facteur d'échelle. Le Laplacien et l'équation de diffusion en coordonnées 
parabolique de révolution 3D (wv,z) s'écrivent sous la forme : 


1 1əf à EH 1 Guer 1 0T(u,v,op;t) 
T Dk éi e —T Vo >t E =0 
{ue "E ôu , Ou (uv D) ðv , ðv (mvp UR a uv? Co" ô ôt 


T (u,v p,t) 
C.L. aT 
(u,v)€Q de frontière 0Q EEE On 


CI T(u,v,0,0)=T,(u,v,0) 


= fxa (4, v) 


Kei 
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Par séparation des variables sur le temps, une solution possible de l'équation s'écrit : 
T(uv,p,t)=U(u, v, ole À >0 E =? > D(A) = e°” > T(av,e.t)=U(av,pk 
1 1 oi ə 1 or à 1  OU(u,v,p) à» 
Ulu,v,p)|+——| v —Ulu,v, + LA U(u,v,o)=0 
au SE ER La T (u o) S Zl av (u all av Ge? Lu p) 


La séparation des variables spatiales donnent : 


zeck S , £ Gell ZZ Zur e)))e Paru ph Eere 0 
U(u,v,p)= RO Mie) 
S Pa SEn 7 ` 7 sec: Se S , S subtil ren " giel " 


) 
EE uE ruola {Zen e -2 Wal 


> 21, SC d + Déi ?+@, 2 jet = 0 équations de propagation de Bessel 
v 
0 


Si nous prenons la variable de séparation æ; nulle, cela décrit un problème indépendant de l'angle 
azimutale, axi-symétrique, il vient également des équations de propagation de Bessel : 


équations de propagation de Bessel 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 


Avec la normalisation suivante des paramètres, ce sont des équations de propagation de Bessel où 
l'indice p est nécessairement un multiple entier lorsque le paraboloïde est de révolution complète. 


Lea "ad LA (a Era} [ant pr ai? 
> LZ) 21 virgi CH ou LZ) 21 de à "bi 
®"(p)+ polo)=0 D'(p}+ pD(p)=0 


Choix B? =0 > 5 a 2 2 
O(v)= 4,J KR Le 2 | ou @(v)= 4,7, S jar (es | 
2 2 


@(v)= 47, (a, B,v)+BŸ,(a,B,v) 

R(u)= 4,1,(&,B.u)+B,K,(a, ul 
R(u)= À,J, (a, B,u)+B,Ÿ,(a,B,u) 
O(v)= 41,(a,B,v)+B,K,(a,B,v) 


Choix + B° = 


Choix — B? = 
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La condition de régularité du gradient doit s'appliquer également à la solution recherchée. Elle est 
donc plus forte que la condition de régularité de la solution en O. Elle s'exprime communément 
sous la forme : 


OT(u,v,p,t) ECO Ze See 


2 2 
dU dV 
EE A ETA EE 
Suivant les trois choix de solutions avec un paramètre p entier, il est clair que seules les fonctions 


de Bessel J d'ordre p/2, et les fonctions d'ondes de Bessel J et I sont les solutions admissibles, ne 


2 
serait-ce qu'avec la deuxième condition de régularité du gradient nl æ u?v? cela 
SCH 


impose que les limites des fonctions U et V soit nulles à l'origine des coordonnées, ce qui disqualifie 
de facto les fonctions d'onde de Bessel Y et K : 


SEELEN ail 


Choix+ p? = R(u)=1,(«,B,u) GIE B,v) 
I , 


Choix- P? = R(u)=J,(a,B,u)  @(v)=1,(a.B,v 


En prenant les développements limités suivant autour de l'origine : 
1 o E 

J,(@,B,x)= px ks pi 

T(p+1)\ 2 p+i\ 2 
p 2 

lo, Als l Es 1+ L 5 

T(p+1)\ 2 p+I\ 2 


2 2 
J 5) 1 Eat l l =) 
; S EE 
14 (E i a 
2 2 
Cela permet d'établir la condition de régularité : 


Balu PL) +U ut 
ee E DÉI vc P lu? Au 
iel-Jlo-Bul Trivl-AJe, Bu i 
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Pour p=0, il vient les valeurs particulières : 
Bu (Ua) kr +) (7) 


U(u)= J(a,ß, ) U( ster E ) Ip a 
H Ueä e e Pa 


DG 


"A d'HAÉ E (aavu avt pv) 


L'observation de la condition de régularité du gradient conditionne donc la forme de la solution 
séparée, et également par la condition d'annulation au bord du domaine, le système d'équations 
transcendantales suivantes : 


R(4)O()=1,(a,B,u)J,(«,B,v) 1,(a,B,5)=J,(a,B,s,)=0 
ou R(4JO(v)=J, (a, 8,u)1,(a,B,v)= j ES 


ma fE E) D 


Approximation asymptotique des équations transcendantales 


On peut utiliser les développements asymptotiques suivants des fonctions d'onde de Bessel J et I en 
fonctions de Bessel : 


bee AU LORS RER) Cie ja l 


eh LE i oui Als Bache Lë), E d 


dont un des développements de la fonctions d'onde de Bessel modifiée I est uniquement valable 
pour ax<86: 


{x)e [0,1] x) or = z(x)- 2° (x)+ ArcSin([z(x)) Ak 
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On peut également utiliser les développements asymptotiques suivants des fonctions d'onde de 
Bessel J en fonctions d'Airy: 


,,  lzh)eli] gid, lecht Jl at Ai ) 


2 
3 


ii o)l 2()-20)- ten) 


Depa JE) bi 27, £) (x)| z(x) efo] 
4a) xda pt) Dt E 


Cela permet de grandement simplifier le système d'équation transcendantale dont on peut 
numériquement constater que toutes les racines se situe dans le quart de plan a x>6, a>0 et 6>0. 
Dans ce cas on a très simplement et compte tenu que les fonctions de Bessel d'ordre 1/2 sont des 
sinusoïdes : 


fe) Ua) Ja: [E] o) -0 
[04 [04 


2 D 
as x 
2 zk as 
2 J 0 =0 


On peut développer un peu plus les équations transcendantales en introduisant les indices dans les 
solutions : 


B 


Posons 5 nmn oan keins 
o 


H 
A drei "lande née 4-70) 
QUE 
2 
2 
obno) Dee CETTE) B=0 à, tq sjea 
2 


Dans tous les cas les racines situées sur l'axe des abscisses 6=0, correspondent bien aux solutions : 


2 
B=0 a, tq Jeck 
2 


> 


-EA-k 


WIN 
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Résolution numérique des équations transcendantales 


Voici le graphe des iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales pour p=3: les points 
d'intersections sont les racines recherchées. J'ai également matérialisé la droite isolant le quart de 
plan, l'indexation des racines, donc des valeurs propres du problème aux limites de Dirichlet et les 
points d'intersection sur l'abscisse qui sont calculés à l'aide des zéros de la fonction de Bessel 


d'ordre p/2,soit 3/2 : 


/ 
U 
Din 


À 


Ga Di us GI 


| L / Y V | 
7 L 
bd eg } ele {10/10} {1 pau] 112,12} nada make 115415} {1 


Bus 14 a 


a15. 14/16. 19 


13,127 014. 1 
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— BesselJWaveFromWhittakerM(æ, 8, 3, 1.41421) = 0 
— BessellWaveFromWhittakerM(æ, $, 3, 1.41421) = 0 
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Ici le même graphe représente les iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales et le 
système asymptotique, afin d'illustrer la convergence vers les valeurs asymptotiques. On remarque 
toujours que plus l'ordre p est important moins la convergence est rapide : 


— h 


— BesselJWaveFromWhittakerM(a, 8, 3, 1.41421) = 0 


a ET oni ) =í 
A ae) 
— BessellWaveFromWhittakerM(a, 8, 3, 1.41421) = 0 
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Voici le graphe des iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales pour p=4: les points 
d'intersections sont les racines recherchées. J'ai également matérialisé la droite isolant le quart de 
plan, l'indexation des racines, donc des valeurs propres du problème aux limites de Dirichlet et les 


points d'intersection sur l'abscisse qui sont calculés à l'aide des zéros de la fonction de Bessel 
d'ordre p/2,soit 2 : 


— BesselJWaveFromWhittakerM(a, 8, 4, 1.41421) = 0 
— BessellWaveFromWhittakerM(a, 8, 4, 1.41421) = 0 
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Ici le même graphe représente les iso-valeurs nulles du système d'équations transcendantales et le 
système asymptotique, afin d'illustrer la convergence vers les valeurs asymptotiques. On remarque 
toujours que plus l'ordre p est important moins la convergence est rapide : 


= JA rs | 0 


— BesselJWaveFromWhittakerM(a, 8, 4, 1.41421) = 0 


i 23 2 
=A an(e 0 
i [£ Si ci 
— BessellWaveFromWhittakerM(a, 8, 4, 1.41421) = 0 
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La plus rapide convergence est obtenue avec l'ordre p=0, dont voici le graphe présentant les iso- 
valeurs nulles des équations transcendantales et des équations transcendantales asymptotique. 
L'exemple est intéressant car il concerne tous les problèmes sans dépendance azimutale œ. 


B? ziBessel 2a? 
AE. 


— BesselJWaveFromWhittakerM(a, 8, 0, 1. 
— ISF" 2) = 

à 277 aeh 
— BessellWaveFromWhittakerM(a: 


Le système d'indexation se présente comme suit : 


50 


30 
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— BesselJWaveFromWhittakerM(æ, 8, 0, 1.41421) = 0 
— BessellWaveFromWhittakerM(a, 8, 0, 1.41421) = 0 
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Orthogonalité bidimensionnelle des fonctions propres 


Tout comme pour les problèmes de diffusion en coordonnées paraboliques cylindriques ou polaires, 
et comme les problèmes stationnaires (équation de Laplace) dans ces systèmes de coordonnées, les 
fonctions propres de l'équation de Helmholtz aux conditions aux limites homogènes présentent une 
orthogonalité bidimensionnelle, construite comme suit : 


Soit a,,a, deux valeurs propres distinctes = M, (u), N, (v)} {M (u), N, (v )} 


CRM , tu). Au 2 , M) far ere EN =c 


u Ou Ou v ôv 


o ST, m), E, PAN aus) EE 


u Ou Ou v ðv ôv 


+ uvl +v D SÉ M (un, v)M,(u)N,(v) 


Or [du Zant) = 0 fav Z (one Ze) 


Comme a #a, => [auf av vlnr? +v? M, (u)N v )M,(u)N, (v)= 0 
0 0 


Cette orthogonalité bidimensionnelle s'étend aux deux jeux de fonctions propres qui possèdent les 
mêmes valeurs propres dans un problème géométrique symétrique (forme et conditions aux 


et 


2 2 
limites), à savoir pour les choix : Wa -2 . Ce sont les deux jeux de fonctions : 


R(u)=J, (a, B,u) 


© 
Choix + B | @(v)=1,(&,p,v) 


Choix- B? >] 


Correspondant à un même système d'équations transcendantales. Pour ces fonctions, il faut donc 
prouver que des intégrales du type : 


[auf dv uvl? v.l... le, Bv), (B. u)I, (a, B.v)=0 
[du 171, A (a, B.u)| dvv (a, Ba Je, Bv)+ 
el? y =0 


Jun! Je. B, uJ, (a, B. Allende, Bulle, Bu) 


[axe J,(& Belle, ln ou Ted le, Bal Je, Dal 
0 0 
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Pour ces deux dernières intégrales, reprenons l'équation d'onde de Bessel : 


Za, qer e -Zh GE 


dx dx 
ae zl R qer p -Eh Ga Je (2E) i fer sp- ail ce 
e Alan) wl zeguer 


5 le Zant. #0), () = 2p | dex wbd 0 


Ce qui prouve l'orthogonalité des fonctions propres d'une même valeur propre prise dans les deux 
jeux de fonctions. 


Solutions du problème de refroidissement ou de réchauffement sur un paraboloïde symétrique de 
révolution complète 


C.L. T.(u,v, pst}u-s bes 


CI T(u,v,0,0)=T, 

fonctions propres deux à deux orthogonales, une série à double indexation et une série à simple 
indice, car la solution ne dépend plus de l'angle azimutale db. D'autre part il faut également tirer 
partie de la symétrie complète en u et v de la solution, de la symétrie du domaine et de la condition 
aux limites. Avec les remarques d'orthogonalité deux à deux des fonctions propres polaires, la 
solution peut s'écrire sous la forme : 


La solution du régime transitoire : | se développe en deux séries de 


I Bon am) Bian atta, 
(EENG lai te SS DS DE 
nlJ 


4 
beleet a tn (zk 
H 


où les 2 coefficients se calculent à partir de la condition initiale de température fixe au bord du 
domaine, à savoir : 


N DI DI 2 2 
[du dv uvl cl (a, rb alle, an) Ban) ul au | dv ul? QUE pe) 


An) = B= 


o 


S S% 2 2 
[du fav uvh il d (n,m) D nl. o. Di pv) Janf av uv QUE Wat | 


0 0 
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Problème de diffusion en coordonnées sphéroïdales allongées 


0.5 0.0 


4. 
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Le système de coordonnées sphéroïdales allongées (prolate spheroidal) est défini par le 
x=cSinh(n) Sin(9)Cos(@) 

changement de variable : y = — Sinh) Sin(9)Sin(o) 
z =cCosh(n) Cos(9) 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 771 


L'équation de diffusion en coordonnées sphéroïdales allongées 3D (n,0,®) s'écrit sous la forme : 


A7.) TBE 6 Sin ged Ui gert HE EM (0) 


2 2 
EES SS S Eeer, Up). (NUE) 
c'(Sinh?(n)+ Sin? (0)) ` Gm on 00 00 
1 oU(n,0,p). > Cosh(n) Cos(@) 
= U(n,0,p)=0  Cotanh(n)= Cotan(0)= 
tasno heo oo PE pe nie Eer 
2 
THW, coran D [à +. u ? Sinh’? (n)- wo (n)=0 
POO), coTan(0) 20), Sigi. o0) -0 
d0?’ dO j © 
2 
d FE), Angie 0 1 aw (t) ` Su? 
do W(t) ôt 


Posons u= Cosh(ņ) v= Cos(0) 


SE 


du 

Zi, et vlt re wf 
EECH 1 opt ` 

DE OR ` SC 


La séparation complète des variables de l'équation de diffusion conduit à celle de l'équation de 
Helmholtz sur la seule partie spatiale. Lorsque le problème ne dépend pas de la coordonnées 
azimutale, alors les équations séparées deviennent : 


Posons u=Cosh(n) v=Cos(0) m=0 


d D NEE + eu (1-u°))H(u)= 0 


du 
4 Ir NEE 


La correspondance en coordonnées cartésiennes est définie comme suit : 


x = c Vu? -1 V1-?Cos(o) arr clu? ailer) 
u = Cosh(n) v = Cos(0) y=c\u-1 V1-v?Sin(p) 


Z=CUV 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l'équation de la chaleur (diffusion) — p 772 


L'équation de diffusion s'écrit maintenant : 
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Orthogonalité des solutions de l'équation de Helmholtz pour les problèmes aux limites intérieur 
ou extérieur axi-symétriques, coordonnées sphéroïdales allongées 


Pour un problème du type : 


+BT(n,0,t) =0 T(n,0,t) 


ô Q limite du domaine a T2.) i =T,(n,0)= flu,v) 
n 


6Q 


Reprenons les équations différentielles précédentes pour chaque variable, notamment u, avec deux 
valeurs propres distinctes et leurs solutions respectives : 


D'OLONNE 
2 (PE) ech 


Ou 


Il n'est pas possible d'établir une quelconque relation d'orthogonalité sur ces deux solutions à 
partir de ces deux équations différentielles. Et il en serait de même avec les fonctions de la variable 
v. En revanche en remontant à l'étape avant la séparation spatiale, on peut établir une relation 
d'orthogonalité bi-dimensionnelle, comme suit à partir des deux équations de Helmoltz avec des 
valeurs propres différentes : 


o0) i(t ED, alt er ET ele 2) 600 0) 0 


SÉ G (El, a Sl NEE MA (6) =0 


Ou 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) —p 773 

Il vient par multiplication du produit croisé des fonctions : 

Ô OH Ô Sei 
oeoo E t -7 7 reo 2 (20) 
wech? viet 0) l)o) =0 

Ô OH Ô OO) 
eieiei e 20). x a.) 2 (6-0) 
+ m’ (u? = VA, DI SH (6, (v)= 0 


nice lu - e EH D E St 


SEU ED 
sela E EE 


Une double intégration spatiale sur le domaine étudié donne 


SE otebe Aan) sl, 


(EZE E 


OO a OET) 
100270700000 
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Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 774 


Soit en intégrant sur les bornes du domaine pour chaque variable : 


CRE C0) jao 


+ Jo (u)H, w] de H Gg le (v) 2,0) o) e sl si 


du | avle? -y JH, ()4,(4)6,(v)6, (>) 


min 


= -e° (u? z u ) 


3 G ln DE SE DI N HIER 


Just auf? 


Jon (u)H,(u)= 
= ln? = nl f 


—lu, 
u 
u 


du | avle? -y JH, ()4,(4)6,(v)6, (>) 


min 


Comme leur ell -0 


E 


u na: 


CRETE sl Joao 


-e° (u? =u?) T du f avle? -ve oee 00:0) 


Comme on le voit, sur le domaine angulaire le terme s'annule. Il en serait de même s'il s'agissait 
d'un secteur angulaire en raison des conditions aux limites imposées sur les bords du domaine, de 
type Dirichlet, Neumann ou Robin. Sur le domaine radial, si les limites sont finies, alors le terme 
s'annule sans ambiguïté en raison des conditions aux limites homogènes imposées (Dirichlet, 
Neumann ou Robin). Si la limite radiale est n=0, alors u=Cosh(n)=1 et le terme u°-1 s'annule. Si le 
problème est extérieur alors les fonctions sont contraintes à s'annuler à l'infini et le terme s'annule 
également. Donc il vient la relation d'orthogonalité bidimensionnelle suivantes : 


Si w#u >u -u, #0 u=Cosh(n) v=Cos(8) 


u ma: 


> T du | avl? =v?) (04, 0)8,0)8.(6)-0 


Ici on remarque que : 


u=Cosh(n) v=Cos(0)= u° ui = Cosh?’ (n)-— Cos?’ (0) = Sink? (n )+ Sin? (0) 
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Orthogonalité des solutions de l'équation de Helmholtz pour les problèmes aux limites intérieur 
ou extérieur axi-symétriques avec la solution de valeur propre nulle dans le cas du problème de 
Neumann, coordonnées sphéroïdales allongées 


Le problème aux limites de Neumann sur la partie radiale admet la solution de valeur propre nulle 
comme solution. Il s'agit évidemment de la solution triviale constante : 


0 (« wE (à + uc? (1-u2))H, (4) = 0 


Ou 


2 H NES ENNERT BE 


ôv 
H (u)=Cste ©,(v)=Cste A=4=0 


Dans ces conditions on peut conclure qu'il y a bien orthogonalité des solutions avec la solution de 
de valeur propre nulle, soit que l'intégrale suivante doit obligatoirement s'annuler : 


Si us u=Cosh(n) v=Cos(3) 
ve + 

= f duf du? —v Ju, (4)®, (v)= 0 
DEA —1 


“max +l Umax +1 
=> fdu u’ H, (u)f dv®.(v)- faun, (u)f dv vO, (v) =0 
Tirini =l UE St 


Conséquence de l'orthogonalité des solutions du problèmes aux limites, coordonnées 
sphéroïdales allongées 


En supposant qu'il existe bien un jeu discret et infini de valeurs propres solutions du problème aux 
limites homogènes bidimensionnel, et en indiçant le jeu de fonctions propres correspondantes, on 
peut écrire la solution du problème aux limites sous la forme d'une série : 


Sa Talk vlt vin Jet. hl 
T(n,9)=T(u,v)= 3. AR, 19 4 ==— 
CR du | du = v XH, (ou (o Del 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) —p 776 


Contrainte de régularité du gradient à l'origine des coordonnées sphéroïdales allongées 


La contrainte de régularité du gradient s'applique également aux solutions du problème de 
diffusion, tout comme le problème de Laplace, dès lors que l'origine des coordonnées est incluse 
dans le domaine d'étude. Cela veut dire que les solutions doivent respecter à l'origine des 
coordonnées les formes suivantes, indépendamment du temps : 


oa Ion 


2 
S à x Cste (Sinh) +Sin?(0)) et (12) œ Cste Sinh(n}? Sin(0) 
H 


CA 


0 n=0 
0,7 0=0,7 


On a vu que pour le problème stationnaire de Laplace, les seules solutions que sont les fonctions de 
Legendre associées P respectent cette contrainte. Les fonctions de Legendre associées Q divergeant 
à l'origine suffisent à les disqualifier . Pour ce qui des solutions de l'équation de Helmholtz, il en est 
de même. 


Pour la dimension radiale et angulaire, les solutions séparées du problème de diffusion sont des 
fonctions sphéroïdales radiales et angulaires de première et deuxième espèce. Je prendrais pour 
ces dernières un mixte des notations de NIST Handbook of Mathematical Functions, Chapitre 30 
"Spheroidal Wave Functions » et de celle données par l'un des ouvrages de référence sur ces 
fonctions de « J.Meixner.F.W.Schafke , Sphaeroid funktionen » (en allemand). On notera y? = ein? 
pour le paramètre dit de « sphéroïdicité o et les fonctions s'écrivent : 

H(n) A SO” (Cosh(n),7°)+ B SO” (Cosh(n),7°) 

n z= 
A Ps} (Cosh(n), y? )+ B Qs? (Cosh(n), y?) 


SI =C ps” (Cos (6), y? )+ D qs? (Cos(0), y?) fonctions sphéroïdales angulaires 
Y(p)=E Cos(mp)+F Sin(mo) 


fonctions sphéroïdales radiales 


L'équation différentielles des fonctions radiales et angulaires est la même : 


COTE SCC 


2 
2 
— X 


Dans un problème où le sphéroïde est complet alors m est un paramètre entier. Dans ce cas la 
valeur caractéristique À est une fonction « infiniment multi-valuée » dont chaque « branche » 
(indexée par le paramètre d'ordre n entier ) dépend continuement de la « sphéroïdicité » y. Pour 
se figurer « l'origine » de cet ordre n, il suffit de considérer la valeur caractéristique À lorsque y=0 : 


À =n(n+1) sachant que l'on reconnaît le paramètre usuel dans l'équation de Legendre. Si le 
sphéroïde n'est pas complet alors m n'est plus nécessairement un entier, on le note souvent u et 
dans ce cas le paramètre n généré par la limite y=0 n'est plus un entier, on le note communément 


SOC y) SP 72) 


v. Les fonctions se notent alors ` 17" az | Pst (x,y? Lost (x,y?) EE 


xel-1,+1] ps“ (x, y? ) qs? (x, y ) Jonctions angulaires 


Problème aux limites avec conditions initiales pour l' équation de la chaleur (diffusion) — p 777 


Pour les fonctions radiales, les deux formes sont équivalentes l'une avec des fonctions S dont le 
développement est réalisé à l'aide de fonctions de Bessel sphériques, et l'autre avec des fonctions 
associées de Legendre sur l'intervalle [1,+ce) (soit de type 3 selon Mathematica par exemple). Ces 
deux types de fonctions sont reliées par un constante appelée facteur de jointure sphéroïdale : 


sO” (x, y?’ ) = KO” (7° )Ps” (Cosh(n), y? ) SE (x, y? ) = KO” (7° js” (CosA(n), y’ ) 


La caractéristique importante des fonctions sphéroïdales est qu'elles se développent à l'aide des 
fonctions associées de Legendre : 


Seite az Si} ar (72) (x) 


x e[+1,+1] E 
gs" r? )= Sa", 2), (x) 
(Ss? 
Ps, (x, y’ ) z SC 1) ax (7° JP (x) 
selte GER 


os” (x,y?)= > (fan, (72 )2" (x) 


Dès lors on peut utiliser ces développements pour écarter les fonctions sphéroïdales de deuxième 
espèce pour répondre à la contrainte de régularité du gradient, du simple fait que ses composantes 
Q divergent chacune à l'origine des coordonnées. Pour la même raison la fonction sphéroïdale de 
première espèce répond à la contrainte de régularité du gradient car chacune de ses composantes 
P fonctions de Legendre associées de première espèce assure cette régularité. 


Dans un problème de diffusion intérieur les fonctions compatibles sont donc : 
ps? SEN y?) Ps? (Cosh(n), y?) ou SU (CosA(r), Da 


Si les conditions aux limites et la condition initiale n'a pas de dependance azimutale @, alors seule 
la valeur m=0 sera utilisée, soit le jeu de fonctions : 


ps? (Cos(9), y?) Ps? (Cosh(n), y’ ) ou Sin (CosA(r), y?) 


Contrainte de finitude des solutions pour un problème extérieur en coordonnées sphéroïdales 
allongées 


La fonction sphéroïdale angulaire de deuxième espèce n'est pas définie en Cos[0]=1 et Cos[9]=-1, 
elle ne peut donc être utiliser dans un problème de diffusion extérieur sur un sphéroïde complet. 
Pour les fonctions sphéroïdales radiales de première ou deuxième espèce elles sont au demeurant 
toutes les deux finies. Là encore les fonctions compatibles sont : 


ps; (Cos(9), y?) Ps? (Cosh(n), y?) ou Sr (CosA(r), Da 
Et sans dépendance azimutale o. le jeu de fonctions devient : 


ps (Cos(9), y? ) Ps? (Cosh(n ), 7°? ) ou Ss? (Cosh(n), y? ) 
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Problème de Dirichlet : refroidissement ou réchauffement intérieur sans dépendance azimutale, 
coordonnées sphéroïdales allongées 


Les deux problèmes ont une solution commune construite à partir du régime transitoire : 


Tor, T Lo 
aT(,0,9-2-270:00 _ d OUEDAREIN T(7.6,1)., 0 
ô Or Refroidissement 5 Réchauffement WW 
He DA de [0,7] T, gär, =h Dog, =0 IARU =T 


T(n,0,t)= T, -T,(n,0,t) 


-8t 


T,(n,0,t)= 4, S™(Coshln)}.7, i) ps?(Cosl0}y, Ze 7 yu tq Siesta, P )=0 


De la relation d'orthogonalité on tire la valeur des coefficients : 


Coshl, ) H 
f du sO fuy, Wach? — vi kel, DM 
SI 


= 1 
ni Cosh(l,) 


T aler, "lach? ect 
1 —1 
el 


f (n. 9, t) : € S 4,500 (CosA(n), SEN )ps? (Cos(0), ni) e S 


n=0 Il 


A 


Yni tq s (Coshll,} y, )=0 


Par ailleurs, la condition initiale étant une constante, seule les fonctions propres doivent contribuer 
au développement en série. Ce que l'on peut aisément voir par l'annulation des coefficients pour n 
impaire, du fait de l'imparité des fonctions sphéroïdales d'ordre impair: 


+1 +1 
0 2 ; ; 0 2) 2.0 2) 
psl, Ju DEI ) impaire en v => [av ze, Je, au L Ia v psal, Vans )= 0 
SI ži 


Cosh(l,) y 


=> f du seo lu, Par. j dch? vi }ps° D Tania ) KE EB 
SI 


n=+0 [=+00 Bel! 


T, (n, 0, t) = > DE Oe (CosA(n), Pr )ps?, (Cos(0), GEN ) GP 


n=0 l=1 
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Avant de donner quelques valeurs propres, remarquons que pour n>0, une valeur y nulle est 


« solution » de l'équation transcendantale : EE EN STT (Cosa(,}0)=0 Mais 
comme on l'a vu dans les propriétés des fonctions radiales, la fonction radiale de première espèce 
serait alors identiquement nulle, ce qui n'est d'aucune utilité. De plus une valeur y=0 ne 
respecterait pas la convergence dans le temps t de la solution vers une fonction identiquement 
nulle. 


D'autre part il se trouve que dans les solutions construites ainsi, la convergence de la série est en 
réalité relativement lente, cela implique qu'il faut trouver un nombre relativement important de 
valeurs des indices l et n, par exemple 20 valeurs pour les deux jeux d'indices, soit 400 fonctions 
propres à calculer. C'est alors qu'un problème majeur intervient, le calcul des fonctions 
sphéroïdales angulaires comme radiales présente des instabilités numériques lorsque : 

- le degré n est important 

- la sphéroïdicité y est importante 


Lorsque la sphéroïdicité y est importante, par exemple 30, on peut substituer aux fonctions radiales 
et angulaires les expressions asymptotiques correspondante. Il en est de même pour des degrés n 
important, par exemple supérieur à 10. Il est plus difficile de trouver des expressions asymptotiques 
lorsque n et y sont tout deux importants. 


Toujours est-il que l'on peut donner quelques valeurs propres de « sphéroïdicité » non nulles, 
successivement pour des dégrés n correspondant n=0,1,2 ,... pour un sphéroïde allongée de rapport 
du petit axe sur le grand axe b/a=1/2, soit l,=ArcTanh{b/a]. Point n'est besoin ici de produire le 
facteur d'échelle c=Sqrt[a^2-b^2], ni de valeur au grand axe a : 


n=0, y= {4.674626121517116, 10.03575976817012, 15.455290848053762, 20.886501647945238, 26.32201416600936, 31.759360812046815} 
n=1, y= {5.681031048782296, 10.983266519338544, 16.387732681240823, 21.812035426259563, 27.243581552460768, 32.67796283915878} 
n=2, y = {6.750904798170054, 11.96500262325876, 17.343128863615334, 22.75481079669266, 28.178948469709027, 33.60736679275384} 
n=3, y = {7.868364760497052, 12.977697913562801, 18.32010253049168, 23.714078231295307, 29.12764514842592, 34.54601545847964} 
n=4, y = {9.021097063348488, 14.018322808201107, 19.317321339256253, 24.689102079502526, 30.089207483177436, 35.50117197178012} 
n=5, y = {10.199843210554095,15.084126681760274,20.333508464359756,25.679164490724876,31.06317874160324,36.463753035379625} 
n=6, y = {11.397689310058865,16.172651246192718,21.367450464081436,26.683568596518356,32.049111044291415,37.43655356381208} 
n=7, y = {12.609434779104783,17.281724290708826,22.418002463195997,27.70164101178584,33.04656665250127,38.419262219127816} 
n=8, y = {13.831108507655646,18.409438449170118,23.484091115049573,28.732733721983507,34.055119170810855,39.41156994018558} 
n=9, y = {15.059621823860663,19.554118927289977,24.564715793059957,29.776225426935227,35.07435502167296,40.41316992835499} 
n=10, y = {16.292528406488085,20.714283697383557,25.65894842450702,30.831522412399032,36.0647362192951,41.42375774679427} 
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Problème de Dirichlet: refroidissement ou réchauffement ` extérieur, sans dépendance 
azimutale, coordonnées sphéroïdales allongées 


Les deux problèmes ont une solution commune construite à partir du régime transitoire sur une 
situation initiale qui revient à la résolution du problème stationnaire extérieure de Laplace : 


Ais ët, 270801) 0 Tä. =h 
ô ât p E = 0 | "og. =0 
ne l, Ho) CAS [0,x] Refroidissement i Réchauffement 
Lim T(n,8,0)-> 0 DEE T(1,0,1),, =0 eg, 
SC? T(n,0,)=T.(n)-T;(n,0,1 
PTE) 
Régime stationnaire T(n)=T, Ocean! =T, Lim T, (n)— 0 


Du fait de la seule contrainte de finitude de la solution, les fonctions sphéroïdales radiales S1 et S2 
sont possiblement solutions, et la contrainte de régularité du gradient ne s'applique plus. Or la 
combinaison linéaire suivante des fonctions radiales respecte invariablement la condition 
homogène de Dirichlet : 


Li = SU (Cosh(n), y? 8" (CosAfi, La" L- ST (Cosh, La" 7 (CosA().7°) 
F(n), =0 


En quelque sorte cela pourrait indiquer qu'un spectre continu de valeur de y convient comme 
solution, mais comme je n'ai pas à ma disposition de transformation intégrale quelconque 
construite à l'aide des fonctions sphéroïdales et qui admette un théorème d'inversion, je suis bien 
embêté pour construire la solution du régime transitoire. 


Certains auteurs proposent une astuce pour contourner le problème en transformant le problème 
extérieur en problème intérieure sur un sphéroïde creux dont l'une des limites est suffisamment 
grande pour figurer en bonne approximation un grand rayon. Sur la limite extérieure s'applique 
alors non pas la condition homogène de Dirichlet, mais une condition homogène de Robin, en 
tirant partie de la solution du régime permanent : 


x+1 
l BEA 
ETH SE 


xl) dx Loi 1-x ° 


= Lot) 2 Än TELOK 
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Soit donc le problème suivant de refroidissement (uniquement) : 


Abt SE T(x,0,1).., =0 
Ge 2 +107 (x,0,1) 
nel] x=Cosh(n) Refroidissement E T(x,0,1) PE d ` > -0 
x, = Coshfn,) x, = Cosh(n,) ý À WË 
T(x,0,1).., = T (x) 


ar 0 ren 
À Th) vd dT (x) 


x-1) dx 


Régime stationnaire 


At 


Dans ces conditions aux limites, l'équation transcendantale permettant de déterminer les valeurs 
propres y prend la forme suivante : 


F(x) — s(x, z? st (x, z )- s(x, ; 7 kia (x, y>) 


F(x )=0 
2 ts E 
1x, KT 


> 1 ` 2 (sky kris A7. SU Len ft 7) Sigk, 72 ins, 72 )= 0 
VS 2 


à finir, c'est hasardeux 
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Problème de diffusion en coordonnées sphéroïdales aplaties 


x=cCosh(n) Sin(9)Cos(p) 


Ce système de coordonnées est défini par le changement de variable : y = & Cosh(n) Sin(9)Sin(@) 
z=cSinh(n) Cos(9) 


L'équation de diffusion en coordonnées sphéroïdales aplaties 3D (o Ob) s'écrit sous la forme 


art ge: +72) login echt) HONO) 
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do 


du du 
Posons u= iSinh(n) v= Cos(0) > £ (1 NES + , ul v?) s Je = 0 
v v 
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Lorsque le problème ne dépend pas de la coordonnées azimutale, alors les équations séparées 
deviennent : 


Posons u=iSinh(n) v=Cos(0) m=0 


(a ee ru) =0 

Sl NEE cuf-v)e()=0 

Posons u=Sinh(n) v=Cos(8) m=0 
etlecher + enke r) 
UNENEE 

d 


a NEE cu°(1-v°)e(v)=0 


La correspondance en coordonnées cartésiennes est définie comme suit : 


x=cVl+u div Cos(p) r=x +y =c ËTT 
u = Sinh(n) v= Cos(0) y=cVitu? V1 Sin(o) 


Z=CUV 


L'équation de diffusion s'écrit maintenant : 
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Orthogonalité des solutions de l'équation de Helmholtz pour les problèmes aux limites intérieur 
ou extérieur axi-symétriques, coordonnées sphéroïdales aplaties 


Pour un problème du type : 


= 0 


+ BT(n,0,t) o = Flat, ëss f(u,v) 


6 Q limite du domaine a T2.) 
n 


6Q 


Reprenons les équations différentielles précédente pour chaque variable, notamment u, avec deux 
valeurs propres distinctes et leurs solutions respectives : 


S(r El (à -uelh (0) 0 
Zuel (a ec alt. 


Il n'est pas possible d'établir une quelconque relation d'orthogonalité sur ces deux solutions à 
partir de ces deux équations différentielles. Et il en serait de même avec les fonctions de la variable 
v. En revanche en remontant à l'étape avant la séparation spatiale, on peut établir une relation 
d'orthogonalité bi-dimensionnelle, comme suit à partir des deux équations de Helmoltz avec des 
valeurs propres différentes. Il vient par multiplication du produit croisé des fonctions : 


eideler E) eltern CT, 
+ iech? +v’ JH, (2)9,(v)4,(u)®,(v)= 0 
SEENEN 


+ u’ lu? + v?)H, OARA (uo, (v)= 0 


eidel lara D mW), 
Si OO (ES E eil, 


NI z u? (u? +v’ JH, (u)H, (o o, (v)6, (v) = 0 


Une double intégration spatiale sur le domaine étudié donne : 


du [ dv 


mn © OO (ES COS ee) 


= lun — nè) du | dvl? + vn, (2)H4,(4)6 (v)®, (v) 
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Soit en intégrant sur les bornes du domaine pour chaque variable : 

T du lt lala Je te.6) 
+ Jo (u)H, (u) Í jaft : NEI 0) ov) Sa sl F 
ogla vlt oa EOLO 

> (ru {me W el [ae (e.(+ 
Jn- i LC CE Jl auf: IR Ion (uH, (u)= 


u max 


= (up) T du | avt erliicht 


U min 


Comme CCE ell -0 


sl 


Ir In DE du) H (u) A Ion (old 


SH Lu g ez r du av +y? JA, (u)H, (uO, vO) 


Comme on le voit, sur le domaine angulaire le terme s'annule. Il en serait de même s'il s'agissait 
d'un secteur angulaire en raison des conditions aux limites imposées sur les bords du domaine, de 
type Dirichlet, Neumann ou Robin. Sur le domaine radial, si les limites sont finies, alors le terme 
s'annule sans ambiguïté en raison des conditions aux limites homogènes imposées (Dirichlet, 
Neumann ou Robin). Si la limite radiale est n=0, alors u=Sinh(n)=0 or l'on sait que la régularité du 
gradient en coordonnées sphéroïdales aplaties pour les solutions impose au moins l'annulation de 
ces dernières en zéro (c'est une condition nécessaire de régularité du gradient) alors le terme radial 
lui aussi s'annule . Si le problème est extérieur alors les fonctions sont également contraintes à 
s'annuler à l'infini et le terme s'annule également. Donc il vient la relation d'orthogonalité 
bidimensionnelle suivantes : 


Si sii -u, #0 u=Sinh(n) v=Cos(3) 


+ T auf avle? vlait, ce feel 9 


Umin 
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Orthogonalité des solutions de l'équation de Helmholtz pour les problèmes aux limites intérieur 
ou extérieur axi-symétriques avec la solution de valeur propre nulle dans le cas du problème de 
Neumann, coordonnées sphéroïdales aplaties 


Le problème aux limites de Neumann sur la partie radiale admet la solution de valeur propre nulle 
comme solution. Il s'agit évidemment de la solution triviale constante : 


(20) (a, ue (+u? ))H,(u)=0 
e H NEE wech cl 


Ov 
H ,(u)=Cste O,(v)=Cste À, =, =0 


Dans ces conditions on peut conclure qu'il y a bien orthogonalité des solutions avec la solution de 
de valeur propre nulle, soit que l'intégrale suivante doit obligatoirement s'annuler : 


Si W #0 u=Cosh(n) v=Cos(3) 
ve +l 

=> f du | avlu? + v’)H,(u)®,(v)= 0 
U min —1 


tidia +1 U max +1 
= | duu’ H, (u) f dv@,(v)+ duH,(u)f dvv’©, (v)=0 
Uin —1 u =f 


min 


Conséquence de l'orthogonalité des solutions du problèmes aux limites, coordonnées 
sphéroïdales aplaties 


En supposant qu'il existe bien un jeu discret et infini de valeurs propres solutions du problème aux 
limites homogènes bidimensionnel, et en indiçant le jeu de fonctions propres correspondantes, on 
peut écrire la solution du problème aux limites sous la forme d'une série : 


U max 


ne f duf dve? +v’ )(u, v)H, fu. (v) 
T(n,9)= T(u, v)= SAA, (1)®, (v) tq As E -1 


S | au fashe indie 


m 
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Contrainte de régularité du gradient à l'origine des coordonnées sphéroïdales aplaties 


La contrainte de régularité du gradient s'applique également aux solutions du problème de 
diffusion, tout comme le problème de Laplace, dès lors que l'origine des coordonnées est incluse 
dans le domaine d'étude. Cela veut dire que les solutions doivent respecter à l'origine des 
coordonnées les formes suivantes, indépendamment du temps : 


ess) (has) 


2 
5 T æ Cste (Cosh? (n)- Sin? (0) et rail æ Cste Cosh’ (n }Sin” (8) 
H 


0ÿ 


On a vu que pour le problème stationnaire de Laplace, les seules solutions que sont les fonctions de 
Legendre associées P,(iSinh(n)) respectent cette contrainte. Les fonctions de Legendre associées 
QhliSinh(n)) certes ne divergent pas à l'origine, mais la non annulation du gradient à l'origine des 
coordonnées les disqualifie. Pour ce qui des solutions de l'équation de Helmholtz, il en est de 
même. 


Pour la dimension radiale et angulaire, les solutions séparées du problème de diffusion sont des 
fonctions sphéroïdales radiales et angulaires de première et deuxième espèce. Je prendrais pour 
ces dernières un mixte des notations de NIST Handbook of Mathematical Functions, Chapitre 30 
"Spheroidal Wave Functions » et de celle données par l'un des ouvrages de référence sur ces 
fonctions de « J.Meixner.FW.Schafke , Sphaeroid funktionen » (en allemand). 


On notera 2 pour le paramètre dit de « sphéroïdicité », et les fonctions s'écrivent : 


y =u 
poz A SV" GSinh(n),-7° le B SO” (Sinh(n)-7°) 
MTA Ps” (iSinh(n)—y° )+ B Qs” (iSinh(n)-y°) 
@(v)=C ps” (Cos(6),-y° )+ D qs} (Cos(6),-y°) fonctions sphéroïdales angulaires 

P(p)=E Cos(mp)+F Sin(mp) 


fonctions sphéroïdales radiales 


L'équation différentielles des fonctions radiales et angulaires est la même : 


chill cher ro 
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Dans un problème où le sphéroïde est complet alors m est un paramètre entier. Dans ce cas la 
valeur caractéristique À est une fonction « infiniment multi-valuée » dont chaque « branche » 
(indexée par le paramètre d'ordre n entier ) dépend continuement de la « sphéroïdicité » y. Pour 
se figurer « l'origine » de cet ordre n, il suffit de considérer la valeur caractéristique À lorsque y=0 : 
À =n(n+1), sachant que l'on reconnaît le paramètre usuel dans l'équation de Legendre. Si le 
sphéroïde n'est pas complet alors m n'est plus nécessairement un entier, on le note souvent u et 
dans ce cas le paramètre n généré par la limite y=0 n'est plus un entier, on le note communément 
[1+0] Sich x-y hse G xy) 
` . |x e [l1,+20 
v. Les fonctions se notent alors : Ps” (i x,y?) Os! (i x,y?) 


xe [- 1,+1] PSY (x,-y?), os (x,-y2) 
Pour les fonctions radiales, les deux formes sont équivalentes l'une avec des fonctions S dont le 
développement est réalisé à l'aide de fonctions de Bessel sphériques, et l'autre avec des fonctions 


associées de Legendre sur l'intervalle [1,+ce) (soit de type 3 selon Mathematica par exemple). Ces 
deux types de fonctions sont reliées par un constante appelée facteur de jointure : 


SE (x, °)= KO” (- y?) Ps” L Sinh(n),-y°) Sr (x, )= KO” (- y? lie (i Sinh(n),-Y°) 


La caractéristique importante des fonctions sphéroïdales angulaires comme radiales est qu'elles se 
développent à l'aide des fonctions associées de Legendre : 


k=+00 
E (x-7? )= 2 (- 1) ank (- y? ) Pix (x) 


xe[-1,+1] Sp 
qs; (x-7? )= > LG 1) dk (- y’ ) Oz (x) 
Ps") X C1 an (7°) PM (x) 
xE [1,+c0] ae 


gebaack F Yarl) Oal) 


Dès lors on peut utiliser ces développements pour écarter les fonctions sphéroïdales de deuxième 
espèce pour répondre à la contrainte de régularité du gradient, du simple fait que ses composantes 
Q ne respectent pas le critère de la régularité du gradient à l'origine. Pour la même raison la 
fonction sphéroïdale de première espèce répond à la contrainte de régularité du gradient car 
chacune de ses composantes P fonctions de Legendre associées de première espèce assure cette 
régularité. 
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Dans un problème de diffusion intérieur les fonctions compatibles sont donc : 
ps? (Cos(9)},-7? ) Pei (i Sinh(n),—y°) ou Sr (: Sinh(n),-y°) 


Si les conditions aux limites et la condition initiale n'a pas de dépendance azimutale o. alors seule 
la valeur m=0 sera utilisée, soit le jeu de fonctions : 


ps? (Cos(9).-7° ) Ps? (i Sinh(n),-y° ) ou goe (i Sinh(n),—y° ) 


Problème de Dirichlet : refroidissement ou réchauffement intérieur sans dépendance azimutale, 
coordonnées sphéroïdales aplaties 


T(n.0,1),., = To T(n,0,1),., T 
Réchauffement <T,(n,0,t) ; =0 T,(n,8,t) = 
T(n,0,t)=T, -T (n,0,t) 


TY 


Refroidissement Es 


neN= ps? (Cos(8)-7,.) fonction régulière sur [- 1,+ 1] Lim qs? (x-7°)= oo 
S "le Sinh(n).-y°) 
NO social") 


T In, 0 ls SS SAS DO GSinn(rn)-7, kel. k Dun tq SU Sinn(s, Lk 0 


n=0 Il 


fini = Régularité du gradient = st (iSinh(n),-y° )ps? (Cos(0}-y°) 


TA D 


De la relation d'orthogonalité on tire la valeur des coefficients : 


T du S®. d ur." )ar (u? + v?) ps? (vyn) 
As SG j Ynı tq su Sinh(, LZ 0 


f du (Su, "Ta u? +v? (ps? v-v, Y 


l= 


T(n.0,)= S 4,500 (5 Sinh(n).-7,.? )ps(Cos(0).-7, 7) e S 


n=0 Il 


Par ailleurs, la condition initiale étant une constante, seule les fonctions propres doivent contribuer 
au développement en série. Ce que l'on peut aisément voir par l'annulation des coefficients pour n 
impaire, du fait de l'imparité des fonctions sphéroïdales d'ordre impair: 
+1 +1 
0 2 F S 0 2 2 0 2 
DR br ) Impaire en v => e DR DE L fav V PS; DE L 0 
-1 
Sinh(1, ) 


> l du SH fiu, =i Jate =V 2 )ps° D Vansi, "Lo 4, 


2 
n=+00 l=+0 5r t 


T,(n,0,t)= SS KEEN Sein. 7 ) ps2, (Cos(@}-ya,) e R 


n=0 fl 


à finir 
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Problème de Dirichlet : refroidissement ou réchauffement extérieur sans dépendance azimutale 


coordonnées sphéroïdales aplaties 


n=l; 


DOE T(n.0,1),, =T T(n.0.1),,=0 T(n.0.1)=T.(7.0)+7 (7.0.1) 


Réchauffement ArcCotan(n) 
T,(n, Ot) To Ju, AL. ak A. . ArcCotan|(, ) 


Refroidissement | 


neN= ps? (Cos(0)-c u, ) fonction régulière sur [-1,+1] Lim qs{x,-c°y° )= co 
Cas limite 1, 0 disque de rayon c = Application de la régularité du gradient 
Ee 


Š Ré l ité d di t> SU iSi h be SN fe 0)- 9: 159 
nd 


2; DEE 
Notati ue A T(n.0)=T O(iSinh(n)) -T ArcCotan(n) 
E EE CR c Jä O,(iSinA(r, H | ArcCotan|, ) 


Sil, =0 ArcCotan(0)= 5 >T,(),0)=T, 2 ArcCotan(n) 
T 
n=+00 l=+0 


T(n. 0, t) = CS Kä 4,8 0Sina(n)-7, / ko (Cos(8).-y,. Je e Yni t4 S20 (:Sinh(t, iri 0 


n=0 Il 


ArcCotan(n) 


T =T T 
(n,0,t)=T, ES OR (70,1) 


à finir 


